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Les tuyauteries sont parmi les structures les plus utilisées dans la construction mécanique 
et dans des domaines aussi variés que ceux des installations nucléaires, des structures 
"offshore", de Pindustrie pétrochimique, etc.. 
Ces structures, composées essentiellement de tuyaux droits (coque cylindrique) et de 
coudes (coque toroïdale incomplète), sont soumises à des expansions thermiques, à des 
séismes, à leur poids propre, à des effets de raccordement, etc....Une analyse particulière-
ment poussée des coudes, ses composants les plus flexibles, est nécessaire en vue de 
déterminer les déplacements apparus lors du chargement. 
Brazier (1927) fut le premier à considérer l'effet géométrique d'ovalisation de la section 
droite et la perte substantielle de la rigidité d'un coude soumis à un moment de fermeture 
dans le plan de son axe. La déformation de la section circulaire a été obtenue par la 
minimisation de l'énergie de déformation. D'autres solutions basées sur le principe de 
minimum de l'énergie potentielle sont obtenues par Karl, Beskin et Huber. Reissner ( 1949) 
puis Clark et Reissner ([21.]-1951) utilisent la théorie des grandes déformations avec des 
petites variations de courbure pour étudier l'effet des déformations dans la rigidité des 
coudes de section circulaire ou elliptique. 
Plus particulièrement, pour des matériaux rigides plastiques et pour des chargements 
proportionnels (analyse limite) dans le cas des tuyaux cylindriques on peut citer, les travaux 
de Haydl et Sherbourne ([34., 35.]-1973),et dans le cas des coudes, les travaux de Spence 
et Findlay ([105.]-1973). Ces derniers utilisent une analyse viscoplastique où le cas parti-
culier du matériau rigide plastique est obtenu à la limite quand l'exposant de la loi de 
comportement tend vers l'infini. On peut aussi citer le travail de Calladine ([14.]-1974) qui 
s'appuie sur les théorèmes des bornes inférieures et un critère simplifié de la coque 
sandwich pour calculer de façon approximative la charge de ruine d'un coude. 
Le problème crucial de la stabilité de l'ovalisation d'un coude de section circulaire et 
soumis à une pression interne est étudié par Hamada et Nakatani ([33.]-1977) utilisant les 
différences finies puis par Boyle et Spence ([9.]-1977) et Boyle ([ll.]-1981) utilisant 
l'intégration numérique directe effectuée sur les équations de Reissner pour les petites 
déflexions finies. L'influence des effets géométriques dans les déformations flexionnelles 
plastiques d'une coque toroïdale est analysée, par Afendik (1968), Bilobran (1976) et 
Rozhdestvensky et Cherny (1976) (cf. [102.]) . 
Dans le cadre de l'analyse viscoplastique on peut mentionner les travaux de Spence 
([104J-1970), Chan, Boyle et Spence ([19J-1984) et Watanabe Ohtsubo ([126J-1985) dans 
le cas des méthodes simplifiées de calcul. 
Les essais expérimentaux des coudes dans le cadre de l'analyse élastique débutent avec les 
travaux de Pardue et Vigness ([80.J-1951). Ces derniers mesurent les facteurs de flexibilité 
et des intensifications de contrainte pour des coudes munis des extrémités fixées à des 
collets rigides ou à des allongements droits. Un calcul théorique et simplifié est présenté 
et les facteurs obtenus sont comparés aux résultats expérimentaux. Gross et Ford ([31.]-
1952) puis Vissât et Del Buono ([115.], 1955) effectuent les premiers tests avec la présence 
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de la pression interne. Ils vérifient les écarts entre les essais et la théorie et proposent des 
modifications aux hypothèses de von Kârmân. 
Kafka et Dunn ([47.]-1956) puis Rodabaugh et George ([94.], 1957) étudient l'effet de la 
pression interne sur la rigidité d'un coude de section circulaire ayant des allongements 
droits. Ils présentent des calculs théoriques simplifiés très intéressants pour estimer la 
flexibilité et les contraintes. 
Dans le cadre de l'analyse plastique, Boit and Greenstreet ([7.], 1972) déterminent expé-
rimentalement la charge de ruine plastique d'un coude en acier inoxydable soumis à un 
moment fléchissant avec et sans pression interne. 
L'interaction courbure-pression externe, la charge de ruine et les instabilités dues au 
chemin de charge sont étudiées expérimentalement par Corona et Kyriakides ([24.], 1988) 
dans le cas des longs cylindres en acier soumis à des moments et une pression externe. Ces 
résultats sont comparés à ceux obtenus théoriquement par Shaw et Kyriakides ([100.], 
1985). 
Des essais sur l'influence de la pression, de la température et des charges cycliques sont 
réalisés par Hilsenkopf, Bonech et Sollogoub ([37.]-1988) dans le cas des coudes soumis à 
des moments appliqués dans le plan et hors du plan. 
En ce qui concerne la modélisation et le calcul numérique des coudes, on constate dans la 
littérature deux voies complémentaires. La première consiste à discrétiser le coude en 
éléments finis de coques (bidimensionnelles ou tridimensionnelles). Dans ce cas, les effets 
géométriques d'ovalisation et de gauchissement de la section sont pris en compte directe-
ment. La deuxième utilise des éléments de poutre (umdimensionnels) avec des champs de 
déplacement enrichis par des champs qui peuvent représenter l'ovalisation et le gauchis-
sement. 
Marcal([61.]-1967) reconnaît que la théorie des coques axisymétriques peut être facilement 
employée dans le cas des analyses élastoplastiques des tuyauteries. Hibbit ([36.J-1973) 
développe une méthode d'analyse des systèmes de tuyauteries soumis à des comportements 
élastoplastiques et de fluage. Il utilise un élément isoparamétrique de coque axisymétrique 
unidimensionnel modifié par l'addition des modes de déformation de poutre. En supposant 
que la section se déforme uniformément le long du coude, il néglige ainsi les effets de bord 
provoqués par les collets rigides ou les allongements droits. 
Les premières tentatives de modélisation des coudes en éléments finis umdimensionnels 
dans le but d'obtenir les charges limites des coudes ont été faites par Spence and Findlay 
([105.]-1973,[106.]-1977) pour des sections circulaires et des sections elliptiques. Plus 
récemment, on peut citer le travail de Touboul, Djedidia et Acker ([114.]-1988). 
Sobel ([103.J-1977) adopte un élément unidimensionnel de coude développé pour le 
logiciel de calcul Marc et compare les résultats obtenus sur un coude circulaire de 90 degrés 
avec la solution analytique obtenue par Clark et Reissner. Dans cette analyse, il ne 
considère pas les effets des collets rigides ou des allongements droits. 
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Takeda([lll.]-1979) envisage un élément plus sophistiqué basé sur la théorie des coques 
à double courbure où des déformations de cisaillement transversal sont incluses. Cet 
élément quadrilatère contient un noeud en chaque coin de l'élément et un noeud à chaque 
centre des sections des extrémités. Bushnell ([13.]-1981) utilise un élément fini unidimen-
sionnel pour l'analyse élastoplastique et de voilement des coudes. 
Un élément fini de déplacement de coude ayant des courbures multiples et contenant des 
effets des collets rigides, des allongements droits et des charges dans et hors plan, est 
développé par Bathe et Almeida ([4.,5.]-1982). Par une simple modification des fonctions 
de forme, Militiello et Huespe ([67.], 1988) simplifient cet élément en évitant la construc-
tion des matrices de pénalisation qui ont été nécessaires pour assurer la compatibilité des 
déplacements de la coque. 
Dans le cadre de l'analyse limite, de l'adaptation et de l'inadaptation des études biblio-
graphiques très complètes existent dans la littérature [62.,63.,...]. Nous n'en donnerons ici 
qu'un bref aperçu. 
L'analyse limite a fait son apparition avec Kazinczy (1914) et Kist (1917) dans le traitement 
d'une poutre en acier. Il faudra attendre jusqu'aux années 30 pour obtenir avec Gvosdev 
un grand progrès dans le domaine. La formulation complète des théorèmes de l'analyse 
limite est achevée dans les années 50 par les publications de Greenberg, Prager, Drucker 
et Hill. 
La théorie de l'analyse limite considère l'état de ruine plastique des structures soumises à 
des charges proportionnelles croissantes, c'est à dire, dépendantes d'un seul paramètre. 
Généralement les charges appliquées aux structures varient indépendamment et de façon 
répétitive. C'est au milieu des années 20 que les études sur les structures soumises à des 
charges cycliques sont à l'origine d'un développemment important de la théorie de l'adap-
tation. Les premiers travaux comme ceux de Griining (1926) et Fritsche (1930) mettent en 
évidence le fait que le comportement d'une structure soumise à des charges variables peut 
atteindre soit la fatigue oligocyclique soit la plasticité incrémentale avant la ruine produite 
par un mécanisme de ruine instantanée. Les premiers théorèmes concernant l'aspect 
statique et les matériaux élastoplastiques parfaits sont dûs à Bleich (1932). L'extension de 
ces théorèmes au cas des structures ayant un degré d'hyperstaticité quelconque est réalisé 
par Melan (1936). Il étend aussi les observations de Griining et Fritsche à ce type de 
structure. 
Il faudra attendre 20 ans plus tard pour que les travaux de Symonds (1951) et Koiter 
([48.],1952) puissent voir le jour et clarifier les choses. Ils simplifient les démonstrations 
de Melan et leur donnent une forme définitive. La formulation cinématique débute avec 
Neal (1956) en développant la notion de cycle limite en proposant un théorème approprié 
au cas des poutres et charpentes. L'extension de la formulation cinématique au milieu 
continu est achevée par Koiter ([51.], 1956). Depuis, plusieurs articles ont contribué à 
l'évolution de cette théorie comme ceux de Prager ([91.], 1957) et Rosenblum ([95.], 1957) 
à l'extension au domaine des températures non-uniformes, ceux de Ceradini [18.] et Ho 
Hwa Shan[38.] au domaine des charges dynamiques, ceux de Prager [92.], Polizzotto [83.], 
Mandel, Zarka et Halphen [59.] et Ponter [88.] au domaine de l'écrouissage, ceux de Maier 
[64.] au domaine des matériaux non-standards. 
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La théorie classique de l'analyse limite et de l'adaptation est basée sur l'hypothèse de 
linéarité géométrique (petits déplacements, déformations et rotations). Aucune méthode 
ne confirme la validité de cette hypothèse. C'est la pauvreté des résultats de l'hypothèse 
de linéarité géométrique face à certains essais expérimentaux qui ont incité Maier [65.] à 
étendre les théorèmes d'adaptation au domaine des effets géométriques du second ordre. 
L'investigation des effets du changement géométrique dans le processus de ruine incré-
mental est réalisé par Kônig [53.]. L'instabilité de l'adaptation dû à l'accumulation des 
déformations plastiques est étudiée par Nguyen Quoc Son et Gary [78.]. Dans le cadre de 
la non linéarité géométrique, le problème de l'analyse limite et de l'adaptation plastique 
est plus récemment examiné par Weichert [127.], Weichert and Gross-Weege [128.], 
Stumpf [108.,109.] et Gao [118., 119., 120.]. L'extension du théorème de Melan proposé 
par Weichert est valable uniquement pour des situations où l'on connaît préalablement la 
forme du déplacement. Ce nouveau théorème a été appliqué par Weichert [129.] au cas 
des coques soumises à des déformations et rotations modérées. Gross-Weege utilise aussi 
ce nouveau théorème pour le même exemple mais utilisant la théorie des grands déplace-
ments. 
Les critères d'analyse limite et adaptation plastique sont des critères basés sur la limitation 
de l'énergie. En revanche, ils ne définissent pas sa valeur limite ce qui empêche de préciser 
des bornes sur certaines variables de conception telles que les déplacements, les déforma-
tions, ,etc... très importantes dans la mécanique de précision. Ceci est à l'origine d'une école 
avec les promoteurs suivants, Leckie et Martin [55.], Ponter et Leckie [56., 84.], Ponter [85., 
86., 87., 89.], Cocks et Leckie [22.], etc.... qui se forme pour établir des théorèmes définissant 
des bornes sur les variables en question et ceci pour des matériaux élastoplastiques et 
viscoplastiques. Malheureusement ces théorèmes , restent encore d'un usage très limité. 
Pour combler cette lacune on peut citer les travaux de Zarka et Casier [121.], Buff [12.] et 
Borhani [8.] qui permettent par des méthodes simplifiées d'obtenir des bonnes approxi-
matives des champs de déplacements et de déformations à un coût très réduit. 
En ce qui concerne le calcul numérique deux méthodes peuvent être envisagées pour le 
calcul des états limites. La première utilise l'algorithme classique des problèmes non 
linéaires incrémentiels. Elle se base sur la technique de Newton et a pour promoteurs les 
auteurs suivants: Argyris [3.], Pope [90.], Marcal et King [60.], Yamada [116.] et Zienkie-
wicz [122.]. La deuxième utilise les techniques de programmation mathématique mises en 
oeuvre par différents auteurs tel que Maier, Corradi et Borkowsky et que l'article de 
synthèse de Maier et Munro [66.] fait le point sur la question. 
C'est vers les années soixante que les problèmes des états limites sont formulés, après une 
discrétisation en éléments finis, comme une classe particulière de la programmation 
mathématique. C'est Ceradini et Gavarini [17.] qui sont les premiers à proposer telle 
formulation dans le cas des poutres. Peu après Maier [65.] en a fait pour les milieux 
continus. Les premiers résultats numériques ont vu le jour un peu plus tard avec Belytschko 
[6.], Corradi et Zavellani [25.], Nguyen Dang et Palgen [75.]. 
Morelle [68.] développe les procédures de calcul d'adaptation plastique au cas des coques 
axisymétriques. Dans le cas de la formulation statique il utilise des critères d'écoulements 
plastiques linéaires et non linéaires. La représentation de la distribution des contraintes 
généralisées dans l'épaisseur de la coque est améliorée par l'utilisation des contraintes 
pseudo-résiduelles introduites par Kônig [52.]. Dans le cas de la formulation cinématique 
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il utilise uniquement des critères linéaires évitant ainsi les problèmes numériques engen-
drés par l'utilisation des critères non linéaires. 
La deuxième méthode prend aussi un grand élan surtout dans la théorie unifiée des états 
limites l'analyse linéaire, l'analyse limite et l'adaptation plastique car elle est plus écono-
mique pour ce qui concerne le coût numérique. 
Comme l'a bien remarqué de Saxcé [27.], au niveau de la modélisation, les applications de 
la première méthode concernent les milieux continus tandis que celles de la deuxième 
concernent principalement les structures discrètes. 
Au niveau du critère de plasticité, les utilisateurs de la méthode de Newton travaillent 
directement sur des critères non linéaires du type von Mises tandis que les partisans de la 
programmation mathématique dans la majorité formulent les problèmes avec des critères 
linéarisés. 
Au niveau des variables, les premiers éliminent les variables internes (déformation plasti-
que) au profit des variables structurales (déplacement), alors que les seconds éliminent les 
déplacements en ne conservant que les variables internes (le multiplicateur plastique). 
En ce qui concerne les contributions originales de cette thèse on peut citer: 
i. L'effort théorique et numérique décisif permettant de régulariser le problème d'ana-
lyse limite et calcul d'adaptation par la méthode cinématique avec critère non linéaire 
ayant comme variables les vitesses de déplacements structurales. Il est bien connu pour 
les spécialistes de la question que l'application de la programmation mathématique 
classique à ce type d'approche pose des difficultés insurmontables dues à la notion du 
comportement rigide plastique. En effet, au voisinage de la partie rigide du matériau, 
la vitesse de déformation plastique s'annule et la dissipation plastique n'a plus de 
dérivée. Les algorithmes classiques de programmation mathématique (par exemple 
Minos) supportent très mal cette situation et la convergence est en général incertaine 
si non inexistante. La régularisation de la fonction de dissipation constitue par consé-
quent une contribution de cette thèse. 
ii. Le développement du logiciel Tuyau permettant l'analyse élastique, l'analyse limite et 
le calcul d'adaptation plastiques des tuyauteries à section circulaires soumises à des 
chargements très généraux. 
iii. Le développement d'un nouveau élément métis de coude à partir du modèle déplace-
ment. 
Ce travail comporte les parties suivantes: 
i. Au premier chapitre nous donnons une présentation rapide de quelques principes 
fondamentaux. 
ii. Dans le deuxième chapitre, nous introduisons succinctement les matériaux élastoplas-
tiques nécessaires à la définition des principes variationnels en élastoplasticité. Une 
classe particulière de matériaux viscoplastiques parfaits (MVP) et les matériaux vis-
queux linéaires parfaitement plastiques (MVLPP) seront également présentés avec 
l'objectif de régulariser la fonction de dissipation plastique. 
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iii. C'est au troisième chapitre que l'on exposera l'élément fini compatible de tuyau. On 
obtiendra pour celui-ci l'équation constitutive élastique, l'énergie de déformation 
élastique, les forces généralisées et l'équation d'équilibre d'une structure composée des 
tuyaux. En ce qui concerne les forces généralisées, on introduit les charges de pression 
interne, les forces circulaires et les variations de température. Pour les pressions 
internes, l'ovalisation de la section oblige à considérer les effets du second ordre sous 
peine de s'éloigner de la réalité. 
iv. Au quatrième chapitre on présentera les principes variationnels en plasticité (matériau 
élastoplastique). Dans le cadre de la formulation cinématique et des chargements 
proportionnels on calcule la dissipation plastique des systèmes de tuyauteries en 
utilisant la fonction d'écoulement plastique de von Mises. On constatera l'indétermi-
nation du gradient de la dissipation plastique lorsque les déformations plastiques sont 
nulles. On proposera de contourner le problème soit par la linéarisation de la dissipa-
tion plastique soit par la régularisation de cette fonction. L'introduction d'un matériau 
fictif MVLPP permet, à un prix dérisoire, de lever l'indétermination et d'obtenir les 
charges limites. Ensuite, on présentera les principes variationnels pour les chargements 
variables. On exposera les formulations cinématiques de Kônig et de Morelle modifiées 
par l'utilisation du matériau MVLPP. 
v. Au cinquième chapitre on introduira la notion de variables généralisées en coques. 
L'objectif est de réduire encore plus les temps de calcul par la réduction du nombre des 
points d'intégration. On montrera que l'introduction d'un critère en variables généra-
lisées ne permet pas d'obtenir le taux de dissipation plastique d'une forme explicite 
comme c'était le cas en variables locales. Ce taux est obtenu en cherchant parmi les 
racines réelles et positives d'une équation du quatrième ordre. 
vi. Au sixième chapitre on présentera l'élément fini métis de déplacement de tuyau. 
L'avantage est d'obtenir une borne inférieure et une meilleure représentation des 
contraintes, même à un prix sûrement un peu plus élevé. L'obligation d'utiliser un 
nombre assez élevé de paramètres de contrainte et par conséquent un temps de calcul 
prohibitif, rend l'utilisation de cet élément non viable du moins dans le cadre de 
l'analyse limite et de l'adaptation plastique présenté dans cette thèse. 
vii.Le septième chapitre sera consacré aux exemples numériques. Nous illustrerons l'in-
fluence de la présence des effets non linéaires de la pression dans le calcul de la 
flexibilité d'un coude. Ensuite on présentera le calcul des charges limites des cylindres 
soumis à toute sorte de chargement (constant et variable). On prendra en considération 
également les effets provoqués par des extrémités attachées à des collets rigides ou à 
des allongements droits. Une comparaison entre les charges limites des coudes et les 
résultats analytiques approchés sera faite. Finalement, on présentera la charge limite 
et les mécanismes de ruine d'un système de tuyauteries soumis à une force transversale 
hors plan du coude. Les résultats numériques sont comparés à ceux obtenus par le 
programme Cosmos7 en utilisant un élément de coque tridimensionnel et une analyse 
pas-à-pas. 
Il est intéressant de souligner que la théorie des états limites a toujours fasciné ceux qui 
l'on étudié, premièrement par la finesse de ses théorèmes et deuxièment par son caractère 
unificateur cité préalablement. 
Page 6 
Notations, 
Géométr ie : 
x = (x,y,z) 
X o = (r*f ) 













D : tenseur d'élasticité du 4ème ordre. 
E : module de Young. 
D? : tenseur d'élasticité avec v - 0.5. 
: tenseur reliant les contraintes généralisées aux déformations plasti-
ques généralisées. 
Vg : tenseur reliant les contraintes généralisées aux déformations vis-
queuses généralisées. 
v ; coeficient de Poisson. 
op : contrainte d'écoulement plastique du matériau. 
£p : déformation d'écoulement plastique du matériau. 
Xji : constantes de Lamé. 
Déplacements: 
: champ des déplacements. 
: champ des déplacements de la poutre. 
: champ des déplacements de la coque. 
: composante tangentielle du champ des déplacements. 
: composante tangentielle du champ des déplacements sur la surface 
: système d'axes cartésien globaux. 
: système d'axe attaché à l'axe du coude. 
: système d'axe attaché à la surface moyenne du coude. 
: rotation de la section droite suivant les axes globaux X 
: coordonnée circonférentielle sur la section du tuyau. 
: coordonnée axiale (le long du tuyau). 
: rayon de Taxe du coude. 
: rayon de la section droite du tuyau. 
: épaisseur de la coque, h G t-V2,+^4] 
: volume du solide. 
: surface du solide. 
: surface du solide où on impose les déplacements. 
: surface du solide où on impose les tractions de surface. 
: volume d'une coque. 
: surface moyenne de la coque. 
: surface de la section de la coque. 
: normale à la section de la coque. 






composante normale du champ des déplacements. 
: champ des déplacements généralisés 
: traction de surface sur le contour TT. 
: traction de surface imposée sur le contour TT. 
: forces de volume dans V, 
: forces externes généralisées. 
: température sur un point de la coque. 
: température sur la surface moyenne de la coque. 
: gradient thermique sur l'épaisseur de la coque. 
: multiplicateur des charges. 
: borne supérieure du multiplicateur des charges. 
: borne inférieure du multiplicateur des charges. 
: tenseur des déformations ( E = E e + E P = E E + E R ) . 
: tenseur des déformations élastiques. 
: tenseur des déformations visqueuses. 
: tenseur des déformations plastiques. 
: tenseur des déformations viscoplastiques. 
: tenseur des déformations élastiques pour un matériau purement 
élastique. 
: tenseur des déformations visqueuses pour un matériau purement 
visqueux. 
: tenseur des déformations résiduelles. 
: vecteur des composantes du tenseur des déformations. 
e = e
e
 + fiP = eE + eR 
: vecteur des composantes du tenseur des déformations généralisées. 
: tenseur du déviateur des déformations (e = e e + = e £ + ). 
: composante hydrostatique du tenseur des déformations. 
second invariant du tenseur du déviateur des déformations. 
tenseur du déviateur des déformations généralisées (membrane). 
tenseur du déviateur des déformations généralisées (flexion). 
: tenseur de contrainte (T = I E + T*). 
: tenseur de contrainte dû à E . 
: tenseur de contrainte résiduelle. 
: vecteur des composantes du tenseur des contraintes. 
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a : vecteur des composantes du tenseur des contraintes généralisées. 
s : tenseur du déviateur des contraintes. 
sm : composante hydrostatique du tenseur des contraintes. 
N : tenseur des efforts généralisés de membrane. 
n : tenseur déviateur des efforts généralisés de membrane. 
M : tenseur des efforts généralisés de flexion. 
m : tenseur déviateur des efforts généralisés de flexion. 
Composantes résultantes de la projection orthogonale des tenseurs: 
7i : tenseur de projection orthogonale. 
(.), : composante tangentielle des tenseurs. 
(•)s > (-)s : composante des cisaillements transversals des tenseurs. 
(.) n : composante normale des tenseurs. 
Fonctions seuil de plasticité: 
F,/ : fonction seuil de plasticité en terme des contraintes. 
V,v : fonction seuil de plasticité en terme des déformations. 
A : multiplicateur plastique. 
F* ,/* : fonction seuil de plasticité en terme des contraintes généralisées. 
Travails et énergies 
If : taux de dissipation plastique. 
Dv : taux de dissipation plastique. 
y? : dissipation plastique dans le volume V. 
: dissipation visqueuse dans le volume V. 
: puissance des efforts extérieurs. 
u : densité d'énergie de déformation viscoplastique ( = Vfî + }V ). 
Ve : densité d'énergie de déformation élastique. 
Q : énergie de déformation totale. 
w : énergie de déformation complémentaire. 
Fonctions d'interpolations: 
Lfr ; fonction d'interpolation de Lagrange. 
hk : fonction d'interpolation d'Hermite pour les déplacements. 
Hk : fonction d'interpolation d'Hermite pour les dérivées des déplace­
ments. 
Opérations tensorielles: 
trX = (A:I) = A l 7 
trA2 = (A:A) = AyAy 
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tr2A = (A:I) 2 = AiiAzï 
devA = A-jtr(A)l 
A:B = tr(ATft) = AyB,y 




V s a = i (Va + V r a ) 
diva = trÇVa) 
(a(g>b)c = (b.c)a 
Matrices: 
L e : matrice de localisation des éléments finis. 
Kg : matrice de rigidité de l'élément. 
K : matrice de rigidité globale de la structure. 
Kp : matrice de rigidité additionnelle due aux effets non linéaires de la 
pression. 
B : opérateur de dérivation reliant les déformations aux champs de dé-
placement 
Bg : opérateur de dérivation reliant les déformations généralisées aux 
champs de déplacement. 
Bj- : matrice reliant les contraintes généralisées aux paramètres b des 
fonctions de contrainte (lié à la satisfaction de l'équilibre in-
terne homogène). 
Bj- : matrice reliant les contraintes généralisées aux paramètres c des 
fonctions de contrainte (lié à la satisfaction de l'équilibre). 
Fonctions de contrainte: 
u* : champ des fonctions de contrainte, 
b : paramètres des fonctions de contrainte, 
c : paramètres des fonctions de contrainte. 
B* : opérateur de dérivation reliant les contraintes généralisées aux fonc-
tions de contrainte. 
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Chapitre 1 
Position du problème et principes fondamentaux. 
Les principes variationnels constituent les fondements théoriques nécessaires à la formu-
lation par éléments finis du calcul des états limites. Ce calcul sera l'objectif principal de ce 
travail. 
Ce sont eux encore qui permettent de rétablir, après l'annulation de la variation d'une 
expression intégrale (forme globale) tous les éléments du problème en étude, les équations 
d'équilibre, les équations constitutives, les conditions limites, les conditions initiales, les 
discontinuités, etc .... L'expression intégrale doit avoir une forme invariante, c'est à dire, 
indépendante du système référentiel adopté. 
Le choix du principe variationnel utilisé et par suite les hypothèses de départ correspon-
dantes déterminent le modèle d'approche numérique avec toutes les conséquences que 
cela comporte, à savoir la précision, le type et la rapidité de la convergence. 
Dans la suite nous énoncerons succinctement les principes fondamentaux, indépendants 
du matériau, qui régissent la mécanique du continu et qui sont la base de tous les 
développements ultérieurs. 
1. Position du problème. 
On envisage d'étudier le comportement d'un solide déformable de volume V et de frontière 
r constitué de deux parties, Tu et Tt, vérifiant les relations: 
r = r M u rt et run r f = 0 
Ce solide est soumis à des incré-
ments de traction de surface a sur la 
frontière Tt et a des vitesses impo-
sées ÏÏ sur Tu. Des incréments de 
charges de volume 5 sont appliquées 
dans V. On se place dans le cadre 
des déformations infinitésimales. 
Le problème posé est d'obtenir les 
vrais champs de vitesse, des taux de 
déformation et des incréments de 
contrainte du solide issus du charge-
ment appliqué. 
Pour schématiser les efforts mis en 
jeu lors de l'application du charge-
ment, il est commode d'imaginer 
des mouvements fictifs ou virtuels et d'analyser la puissance qui en résulte. Ces mouve-
Figure 1.1 
Situation générale d'un solide. 
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ments et les contraintes associées peuvent être caractérisés par certaines catégories de 
champs tels que: 
1. les champs des vitesses cinématiquement admissibles exprimés par: 
' k f ' k ' k i- ' k ~r r< 1 
u : lu , u assez régulier , u =uenTu^ 
ii. les champs des variations admissibles des vitesses ci dessous: 
Ôuk : {<5u* , <5u* assez régulier , ôuk = 0 en T uj. 
iii. les champs tensoriels des incréments des contraintes statiquement admissibles définis 
par: 
f* : {t* , divT5 + h = 0 en V et f*n = a en r j • 
iv. les champs tensoriels des variations admissibles des incréments des contraintes tels que: 
ÔT5 : {ÔT* , div(ôTs) = 0 en V et (<5T> = 0 en T f} 
O n constate que le champ des vitesses cinématiquement admissibles peut être obtenu à 
partir du champ des variations admissibles de vitesses par la relation: 
où u£ est un champ des vitesses arbitraires cinématiquement admissibles. ^ 
D e la même façon, le champ des incréments des contraintes statiquement admissibles 
satisfait l'expression suivante: 
t* = ï£ + ÔT5 (13) 
où est un champ tensoriel arbitraire des contraintes statiquement admissibles. 
Ces champs seront largements utilisées, tout au long de la présentation des principes 
variationnels, dans la suite de l'exposé. 
2. Principes fondamentaux. 
A la figure 1.2 on présente les variables cinématiques et statiques choisies et associées à 
notre solide ainsi que les opérateurs liant ces variables. L'utilisation d'une formulation 
cinématique définit les variables (ù , E) comme étant les variables primales et ( î , T) les 
duales associées. Dans la formulation statique c'est l'inverse qui se produit. L 'opérateur 
£ ( . ) permet d'obtenir le champ de déformation à partir du champ de vitesse (connexion 
cinématique), l 'opérateur D(.) linéaire et nonlinéaire permet d'obtenir les contraintes 
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Figure 1,2 
Schéma des champs statiques et cinêmatiques 
associées à ces déformations (relation constitutive) et l'opérateur E* lie les contraintes aux 
efforts extérieurs (connexion statique). 
2.1. Principe des puissances virtuelles (PPV). 
Le principe des puissances virtuelles, en fonction des incréments de contrainte, établit le 
bilan entre les puissances internes et externes développées par les efforts intérieurs et 
extérieurs agissant sur le solide. Il peut être exprimé par l'énoncé suivant: 
"La condition nécessaire et suffisante pour qu'un champ d'incréments de contrainte T soit 
en équilibre est qu'il satisfasse l'équation des puissances virtuelles: 
Sv t : E(ôùk) dV = fr i . r f dr-hfy t.ôùk dV (1.4) 
pour tout champ <5u arbitraire des variations admissibles de vitesse. 
Le tenseur d'incréments de contrainte T est associé au champ de vitesse par la relation de 
constitutive combinée avec l'opérateur de connexion cinématique: 
T = D(E) E = £(ù). (1.5) 
L'utilisation d'un champ de déformation infinitésimale, E(u) = V*(ù) dans ce principe 
restitue les équations d'équilibre local d'Euler-Lagrange: 
divT 4- E — 0 en V (1.6) 
et Tn = a en Vt (1.7) 
où T est défini par la relation précédente. 
2.2. Principe des puissances virtuelles complémentaires (PPVC), 
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Si on définit la compatibilité des taux de déformation E vis-à-vis du champ des vitesses 
u
k
 par les relations ci-dessous: 
Ê = E(nk) = VV*) en V W 
u
k
 = l en Tu <L9> 
alors le principe des puissances virtuelles complémentaires est énoncé par l'affirmation 
suivante: 
"La condition nécessaire et suffisante pour qu 'un champ taux, de déformation E agissant 
sur Vsoit compatible avec un champ de vitesse est qu'il vérifie l'équation des puissances 
virtuelles complémentaires suivante: 
Syà^'iàV = fr ôr-£(uk)dT ("0) 
pour tout champ ÔT5 arbitraire des variations admissibles des incréments de contrainte. 
Le champ taux de déformation E est associé au tenseur des incréments de contrainte T , 
par la relation constitutive inverse: 
Ê = £> _ 1 ( f ) (LU) 
L'utilisation d'un champ de déformation infinitésimal, E(ù) = V^ù) permet de présenter 
ce principe sous la forme: 
f ôTs;D-\ï)dV=S ôrn.iaT d-12) 
Les équations d'Euler-Lagrange correspondantes au PPVC et associées à la variable 
contrainte sont les équations de compatibilité locale exprimées par les expressions (1.8) et 
(1.9) avec E défini par l'expression (1.11). 
2.3. Principe du minimum de l'énergie potentielle totale (PMEPT). 
Le problème aux limites à résoudre consiste à trouver un champ de vitesse U Q cinémati-
quement admissible et un champ de contrainte TQ statiquement admissible reliés entre eux 
par la loi constitutive: 
1*0 = D(t) , É = £(ug) 
Dans la suite de l'exposé, nous appellerons et TQ les vrais champs de vitesse et 
d'incréments de contrainte qui forment la solution du problème aux limites. 
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La relation constitutive prend la forme 
d'une loi de normalité pour la fonc-
tionnelle convexe <ï>(E): 
dE 
avec 
A cause de la convexité, la relation 
suivante doit être satisfaite pour tout 
champ de vitesse cinématiquement ad-
missible u arbitraire: 








La relation (1.1) permet de présenter le champ des variations admissible des vitesses sous 
la forme: 
<5u* = u * - u * 
Comme le vrai champ % = -D(E0) est stariquement admissible en vertu du PPV on obtient: 
Sv D(È0):E(uk - i*) dV - J tô{uk -uk)dT- f tô(uk - u*) dV = 0 
et, utilisant l'expression (1.13): 
n(u*) = Sv >^(E ) dV - J r ïï.u* dT - fyi.uk <2K > 
> / K <fr(iy ¿ 1 / - J tuk0 dT - / Ê.u* dV = II(u*) 
L'énoncé du principe du minimum de l'énergie potentielle totale est directement obtenu 
de l'expression précédente par l'affirmation suivante: 
"Parmi les champs de vitesse cinématiquement admissible uk, celui qui minimise la 
fonctionnelle: 
II(Û*) = J y 0 (Ê ) dV - J r t u * dT - i v tuk dV , È = E(uk) (1.14) 
'k 
est le vrai champ de vitesse \k> solution du problème posé. 
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2.4. Principe du minimum de l'énergie complémentaire (PMEC). 
De façon similaire à la précédente, si on admet que l'énergie de déformation complémen-
taire définie par: 
= sup (T*:Ê - <ï>(Ê )) , È = D'1^) 
È 
est convexe, on peut exprimer l'inégalité suivante: 
wer5) - > z r ^ i o W T 5 - To) 
L'introduction de l'expression (1.3) dans le PPVC permet d'obtenir l'inégalité: 
QÇf) > Qffy 
et d'établir le principe du minimum de l'énergie complémentaite par l'énoncé suivant: 
"Parmi les champs de contrainte statiquement admissible T*, celui qui minimise la fonc-
tionnelle: 
QOO = fvx^(Ts)dV- Jr rn-.idT (1.15) 
est le vrai champ de contrainte solution du problème posé. 
2.5. Principes variationnels hybrides. 
Les principes de minimum antérieurs ont la caractéristique d'être définis sur un champ 
unique, soit le champ des vitesses cinématiquement admissibles pour le PMEPT, soit le 
champ des contraintes statiquement admissibles pour le PMEC. Ensuite, on introduit les 
principes variationnels à plusieurs champs. Parmi eux, on présente d'abord le principe 
variationnel généralisé puis le principe de Hellinger-Reissner. Ensuite, on présente une 
classe particulière des principes hybrides, les hybrides de contrainte et les hybrides de 
déplacement, qui seront utiles dans les définitions du modèle métis de déplacement et du 
modèle métis de contrainte respectivement. 
2.5.1. Principe variationnel généralisé (PVG). 
Le principe variationnel généralisé est basé sur trois champs indépendants ( u ,Ê ,T ) . Il 
peut être obtenu à partir du PMEPT en relaxant les conditions de compatibilité (1.8) et 
(1.9). Introduisant cette relaxation au moyen des multiplicateurs de Lagrange f, le principe 
résultant peut être exprimé par l'énoncé suivant : 
"Parmi les champs des vitesses u , les champs des taux des déformations E et les champs 
des incréments des contraintes 1, ceux qui rendent la fonctioneïle: 
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/(«,É,T) - n(u) - JVr:(È - v^yF - ; r Tn.(ú-ú)¿r < u 6 ) 
stationnaire, sont la vraie solution du problème posé". 
Les équations d'Euler-Lagrange associées à la vitesse ù sont les équations d'équilibre (1.6) 
et (1.7), celle associée à la variable taux de déformation E est l'équation constitutive (1.5) 
et celle associée à la variable incrément de contrainte T sont les équations cinématiques 
(1.8) et (1.9). 
2.5.2. Principe variationnel de Hellinger-Reissner. 
Dans la suite de l'exposé, on présente la fonctionnelle de Hellinger-Reissner à deux champs 
indépendants (T,û). S'il existe une association entre le champ des incrément de contrainte 
T et le champ des taux de déformation E défini par l'équation constitutive (1.5) alors le 
PVG (1.16) prend la forme du principe de Hellinger-Reissner et est énoncé par Paffirma-
tion suivante: 
"Parmi les champs des vitesses u et les champs des contraintes T associés aux champs taux 
des déformations E par l'équation constitutive (1.5), ceux qui rendent la fonctionnelle: 
JR(Û ,f) = -SVW(T) dV - ST Î.u dT - îyt.u dV + (1-17) 
+ ^ T ^ u dV- Jr in.(u-u>*r d-18) 
stationnaire sont la vraie solution du problème posé". 
2.53. Principe hybride de contrainte (PHC). 
Dans la classe des principes hybrides de contrainte on présente celui obtenu à partir du 
PMEC par la relaxation de l'équation d'équilibre externe: 
Tn = a en Tt (1.19) 
Si on définit par T* les champs taux de contrainte satisfaisant l'équilibre interne (1.6) la 
relaxation peut-être introduite au moyen des multiplicateurs de Lagrange u r : 
Remplaçant le champ de vitesse u r par un champ de vitesse défini sur tout le domaine 
V et assurant la conformité des raccordements du domaine, on obtient la fonctionnelle qui 
donne naissance au modèle métis de déplacement: 
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j ¿ = SvV(f)dV - Sv?:VsukdV + SvÍ:ukdV + t:ukdT <"°> 
où l'intégration sur le contour a été transformé en une intégrale de volume par le théorème 
d'Ostrogradsky: 
/ K T : V W - fvdiv(TÛ)dV- fydivT.ii = fr Tn.itdT + iyi:udV 
La solution du problème posé est donnée par un point-selle défini par l'expression: 
max min J^ (Ï*",U*) 
uk t 
2.5.4. Principe hybride de déplacement (PHD). 
Le principe hybride de déplacement est obtenu à partir du PMEPT en introduisant la 
relaxation de la condition de compatibilité sur le contour du domaine (compatibilité 
externe): 
u = ïï en F u 
La définition d'un champ de vitesse u c satisfaisant la compatibilité interne (1.8) et d'une 
traction de surface t r vérifiant l'équation (1.7) permet d'établir la fonctionnelle du PHD 
par: 
j£(ic,tr) = / K < P ( È ) d V - IvtMcdV- / r t r . ¿ c d T - / r i r . u d T , É = E(ùc) 
Si pour le vecteur traction de surface t r on choisit des forces généralisées ï^n qui détermi-
nent de manière univoque le champ de contrainte statiquement admissible presque partout 
en V on obtient la fonctionnelle qui donne naissance au modèle métis de contrainte: 
u 
La solution du problème de point-selle définie par: 
max min ./^(T^u) 
T5 u 
fournit les champs solution du problème posé. 
3. Conclusions. 
Les principes énoncés auparavant sont applicables aux matériaux élastoplastiques qui 
seront précisés au chapitre suivant. Une classe particulière de ces matériaux, les matériaux 
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élastoplastiques parfaits et rigides plastiques permettent d'associer directement les 
contraintes totales aux taux de déformations. Pour ces matériaux, il est encore possible 
d'appliquer ces mêmes principes variationnels mais établis non plus en fonction des 
incréments de contrainte mais des contraintes elles-mêmes. Ceci permettra d'obtenir au 
quatrième chapitre les principes variationnels pour le calcul des charges limites. Le lecteur 
souhaitant plus de détails peut consulter les travaux de Washizu[125.], Nguyen Dang [73., 




Dans ce chapitre nous introduisons les notions du comportement des matériaux élastoplas-
tiques. Ils serviront à établir les principes variationnels des états limites, l'analyse limite et 
l'adaptation plastique. La définition de deux nouveaux matériaux, le viscoplastique parfait 
et le visqueux linéaire parfaitement plastique, permettra de régulariser les fonctions de 
dissipation plastique qui interviennent dans le calcul des états limites par la programmation 
mathématique. En fait, ces matériaux évitent la non différenciabilité de la fonction de 
dissipation plastique lorsque il existe des régions non déformées. 
1. Matériau élastoplastique. 
On considère ici, le comportement élastoplastique du matériau, comportement défini par 
un ensemble de propriétés phénoménologiques tout en négligeant les effets de la rupture, 
de la fracture et de l'endommagement. On suppose encore que le comportement du 
matériau est indépendant du temps et des effets thermiques. 
Figure 2.1 
Courbe contrainte-déformation pour un essai uniaxial. 
La réponse expérimentale d'une éprouvette soumise à un cycle de charge et de décharge 
est schématisée sur le côté gauche de la Figure 2.1. Du côté droit on présente la modélisa-
tion de ce comportement nommé modèle élastoplastique. On se propose de présenter sous 
une forme assez succincte les caractéristiques de ces courbes. Pour cela on identifie d'abord 
la contrainte d'écoulement plastique op à la limite apparente d'élasticité. On remarque 
que: 
L pour a < \ap \ le comportement est élastique linéaire (domaine élastique). 
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ii. pour o > \op\ on rentre dans le domaine de l'écrouissage où on assiste à une modifi-
cation du seuil d'écoulement plastique. Dans les cas des matériaux dits standarts, les 
aciers par exemple, on assiste a un renforcement de ce seuil (durcissement) et pour ceux 
dit non stantarts, les matériaux granulaires par exemple, on assiste à un affaiblissement 
de ce seuil (adoucissement). 
iii. si au point a de la courbe la charge est relâchée, les inégalités des déformations 
permanentes dans le réseau cristallin provoque l'apparition de contraintes résiduelles. 
Dans le cas d'une compression (traction) ultérieur ces contraintes résiduelles s'ajoutent 
pour provoquer des déformations plastiques prématurées (tardives). A ce changement, 
on donne le nom d'effet Bauschinger ou d'écrouissage cinématique, résumé par les 
relations suivantes: 
iP * 0 => \Op | < \<jp | en traction, 
a? * 0 => \Cfp\>\ap\ en compression. 
D'autres modèles sont proposés tels que l'écrouissage isotrope où on assiste à une modi-
fication égale du seuil d'écoulement et l'écrouissage mixte combinant les deux types 
d'écrouissage. 
La boucle abcde nommé cycle d'hystérésis est considérée négligeable dans la modélisation 
du comportement élastoplastique. 
Si on considère que l'état uniaxial de contraintes peut-être généralisé au cas de l'état 
multiaxial de contraintes et que les déformations sont infinitésimales, alors le tenseur de 
déformation peut être décomposé sous la forme (Figure 2.1): 
E = Ee + Ep (2.1) 
où E e , E** sont respectivement les composantes élastiques et plastiques. 
La composante élastique, indépendante du temps, est associée au tenseur de contrainte 
T par la loi de Hooke définie par l'expression suivante: 
Ee = D _ 1 T (2.2) 
où D est un tenseur des modules élastiques défini positif du quatrième ordre, symétrique 
et inversible. Dans le cas d'un matériau isotrope ce tenseur appelé encore tenseur d'élas-
ticité de Hooke est défini par la relation: 
D = ^ull + 1(101) (23) 
et son inverse par: (2.4) 
D " ^ ^ 1 1 - ^ ( I ® I ) . 
E E 
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Les constantes de Lamé ¿i et X sont définies en fonction du module d'élasticité E et du 
coefficient de Poisson v par les expressions suivantes: 
E J_
 =
 i ± v 
2 ( l + v ) ' 2p E 9 
- Ev A _ y_ 
- ( l + v ) ( l - 2 v ) > 2 ^ ( ^ + 3 l ) _ £ ' 
Les relations (2.2) et (2.3) permettent d'exprimer les contraintes par l'égalité: 
T - 2¿¿Ee + X(trEe)l. <2^ 
Le comportement plastique est caractérisé par les propriétés phénoménologiques sui-
vantes: 
i. indépendance par rapport à la pression hydrostatique, 
ii. dépendance vis-à-vis de l'histoire des chargements, 
iii. indépendance par rapport à la vitesse du processus de charge, 
iv. réponse élastique lors de la décharge et réponse plastique lors de la charge quand le 
processus est atteint d'écoulement, 
ce qui nous conduit à définir une structure caractérisée par: 
i. un critère d'écoulement plastique F, 
ii. une fonction de l'histoire des chargements, 
iii. un potentiel plastique qui donne la direction d'écoulement. 
Le critère d'écoulement plastique est défini par une fonction du type: 
F ( T , E ^ ) = / ( T , E ^ ) - 1 
où Ep, h sont des paramètres associés à l'histoire et à l'écrouissage du matériau respecti-
vement. La fonction/est toujours une fonction normalisée et homogène d'ordre 1 passant 
par l'origine. 
Ce critère établit les états accessibles et inaccessibles dans l'espace (T,Wjz) lorsque 
JHP et h sont constants. 
F(T,Ep^)\EP^cte < 0 état accessible 
FÇTJïPfi) | E p ¿ = c / e > 0 é t a t inaccessible 
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L'état inaccessible peut-être atteint unique-
ment par l'actualisation du critère en fonction 
des variables Ep eîh. 
Si on se place sur la surface d'écoulement, le 
compor tement du matériau peut alors être 
classé suivant les valeurs de la fonction d'écou-
lement et de ses dérivées. 
U n processus de décharge caractérisé par les 
relations suivantes: 
F(T,EpJi) = 0 et FÇT+STJ&Ji) < 0 
F(T,Ep,h) = 0 
Figure 22 
Caractérisatîon des états. 
implique dans un comportement élastique exprimé par les relations: 
dF dEp = Q si 6T \dï < 0 
(2.8) 
U n processus de charge caractérisé par les relations: 
F ( T , E ^ ) = 0 et F(T+dT,E*fc) > 0 =* 'dF\EP^=c[e > Q (2.9) 
implique un accroissement des déformations plastiques et par conséquent une actualisation 
de la fonction d'écoulement exprimée par les relations: 
F(T,EpJi) = 0 et F(T+#I$P+dEPji+dh) = 0 <2-10> 
*
 dFW=cte + d ^ E ^ t e = 0 * àF\T=cte < 0 (2.11) 
Les relations (2.9) et (2.10) permettent d'exprimer le comportement plastique par: 
dEp = EPÇT^XdT) si dT :dT>0 
(2.12) 
Le processus neutre caractérisé par les expressions: 
F(T,EpJi) = 0 et FÇT+tT&JÎ) = 0 * dF\E?^ct€ = 0 
se réfère à un comportement élastique défini par les relations: 
SI 
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Les relations précédentes nous indiquent si la déformation plastique va ou non avoir lieu. 
Il est nécessaire néanmoins de définir la valeur et la direction de cette déformation 
plastique. L'hypothèse d'indépendance de la déformation plastique vis-à-vis du temps 
implique l'homogénéité par rapport à l'incrément de contrainte: 
lP(TJE/Vx,AdT) = XEP(T$P JiJT). 
L'équation précédente peut-être traduite par une relation tensorielle du type: 
dEp = y?dT , 1? = ¥F(T,EJi). <2-14) 
La propriété (2.13) que la déformation plastique doit satisfaire dans un processus neutre 
permet de définir la fonction tensorielle KP par la relation: 
tfçr&i) = \ ( G T ® F T ) ,
 g = gçrwi) (2-15) 
où F T est le gradient de la fonction d'écoulement plastique, G X est le gradient du potentiel 
plastique et g est le coefficient d'écrouissage du matériau. 
G(T) = 0 
Figure 23 
Fonction d'écoulement plastique et potentiel plastique. 
La relation (2.14) prend alors la forme suivante: 
dEp = dXGT (2.16) 
-71 F T : £ F R ^ dF (2.17) 
ou àX = et F x = — . 
g dT 
1.1. Mesure d'écrouissage. 
La modification du critère d'écoulement plastique en fonction de l'histoire des charge-
ments est basée sur l'observation de l'homogénéité de la mesure de l'écrouissage h par 
rapport aux incréments de déformation plastique. Cette relation est définie par l'expres-
sion: 
dh = H(T,EP,h):dE? ( 2 - 1 8 ) 
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où H est une fonction tensorielle. 
Si on suppose que la mesure de l'écrouissage est fonction du travail de la dissipation 
plastique on obtient (écrouissage en travail): 
hT=T:Êp. 
Odqvist utilise une autre mesure d'écrouissage qui est le deuxième invariant du tenseur 
taux de déformation (écrouissage en déformation): 
hD = 
Pour un état de charge défini par la relation (2.10) et utilisant la définition (2.18) il vient: 
| F E P + FhH] :dEp = FT:dT. (2.19) 
D'après la définition des déformations plastiques (2.16), le coefficient d'écrouissage peut 
être calculé par la forme: 
g F E P + FhHJ :Gj . (2.20) 
1.2. Loi associative de plasticité. 
L'utilisation d'un matériau dit standard ou stable, dans le sens de Drucker, implique la 
satisfaction du postulat suivant: 
"Le travail acompli lors d'un cycle de charge 
complet quelconque (cycle de charge entièrement 
fermé dans l'espace des contraintes) n'est pas 
négatif 
Il peut être traduit par l'inégalité: 





Chemin de charge. 
Supposons que l'état de contrainte correspondant au point b soit sur la surface de charge 
initiale. Un accroissement de contrainte dT à partir de ce point provoque une légère mo-
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dification de la surface de charge représenté par l'état de contrainte au point c. Dans ces 
conditions la relation précédente prend la forme: 
b c à 
/ ( T - T * ) : J E e + J(T+dT-Ta):(dE?+dEP) + IÇT-fyJEf > 0 
a b c 
Négligeant les termes du second ordre et utilisant le fait que le travail élastique totale d'un 
cycle fermé est nulle on obtient: 
/ ( T - T ^ t / E f > 0 
b 
Pour un trajet 5c infinitésimal la relation précédente permet d'établir le principe de Hill 
du travail local maximum: 
(T - T*):ÉP > 0 <2*21> 
pour tout champ de contrainte T* plastiquement admissible, c'est à dire: 
T* G JT,F(T) < 0] 
Si le chemin ab est lui aussi infinitésimal, on obtient la condition d'unicité, au sens 
incrémentiel, des solutions plastiques: 
T:iP > 0. t 2 - 2 2 ) 
L'inégalité (2.21) permet d'établir, pour les matériaux standards, la convexité de la fonction 
de charge et la normalité extérieure de l'accroissement des déformations plastiques à la 
surface de charge: 
ÈP^XFj , Â > 0 . (2.23) 
La simple comparaison entre les relations (2.16) et (2.23), permet d'identifier la fonction 
de charge F et le potentiel plastique G à une constante près: 
La loi satisfaisant cette relation est nommée: loi associative de plasticité. 
1 3 . Loi constitutive en élastoplasticité. 
Introduisant la relation (2.1) et (2.23) dans l 'équation constitutive définie en (2.2), on 
obtient: 
T = D E e = D(E-EP) = DE - ADF X < 2 ^ ) 
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A = 
(g + F T : D F T ) 
D'après la relation précédente, le champ de contrainte (2.24) s'exprime par l'égalité 
suivante: 
r _ . F T : D Ê _ i r - D F j 0 D F T i . t 2- 2 6) 
T = D E D F T = D - _ E 
L
 (g + F X : D F X ) J L fe+FX:DFX)J 
et l'indicateur de charge par: 
F X : T = F X : D È - <a] 
F X : D F X 
avec co (g + F T : D F T ) 
Pour les matériaux à écrouissage positif (durcissement), on obtient de (2.17) et (2.20) les 
relations: 
g > 0 a) < 1. 
En résumé, le comportement élastoplastique avec écrouissage est représenté par: 
T = E*Ê , & = \D -y D F t ^ F t 1 = D ( l - y o , ) f 
1
 (g + F X : D F X ) J 
(227) 
Ê = ( E ^ ) " 1 * , ( E ^ ) _ 1 = 
g J 
avec y = 1 , si F(T$Pji) = 0 et F X : T > 0; 
= 0 , si F ( T , E P ^ ) < 0 o u 
si FÇTfPji) = 0 et F X : T < 0. 
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En multipliant les deux membres par F T , il vient: 
F T : D Ê = F T : f + A F X : D F T = i(g + F X : D F T ) , 
On obtient ainsi le mutiplicateur plastique en fonction des déformations sous la forme: 
F X : D Ê ( 2 * 2 5 ) 
Chapitre 2 Le matériau 
Dans les expressions présentées ci-dessus, la condition du processus neutre a été incorpo-
rée dans le cas du processus de charge pour assurer la transition régulière entre la condition 
de charge et de décharge. 
L'indicateur de charge FT:T peut être exprimé en fonction des déformations par les 
relations: 
F(T$P}i) = 0 et F T : D - 1 È > 0 => y = 1 et F x : f > 0 
F(T,EP^) = 0 et F T : D _ 1 È < 0 => y = 0 et F x : f < 0 
2. Matériau élastoplastique parfait. 
Dans le cadre des états limites des charges (analyse limite et adaptation), la théorie est 
fondée sur une classe particulière des matériaux plastiques, les matériaux élastoplastiques 
parfaits où la fonction d'écoulement est indépendante de la déformation plastique et du 
coefficient d'écrouissage (g -* 0 ): 
F = F(T) 
La relation précédente implique que les états F(T) > 0 ne peuvent être atteints par aucun 
processus de charge. 
D'après (2.16) on en déduit que: 
F T : f = 0. 
On constate aussi que le multiplicateur plastique défini par la relation (2.17) est indéter-
miné: 
F T : f 
A = - ï — . 
g 
Dans ces conditions, le taux de déformation plastique est défini par les relations: 
iP = 0 , si F(T) < 0 ou ("8) ÇT) < 0 
si F(T) = 0 et F x . f < 0; 
si F(T) = 0 et F T . t = 0. — AFT , 
Dans le cadre du matériau élastoplastique parfait la restriction (2.22) imposée par la loi de 
Drucker est présentée par l'égalité suivante: 
T:ip - ÂT:FT = 0 (229) 
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Ceci traduit le fait que pour le matériau en question on n'atteint pas nécessairement une 
configuration d'équilibre. 
E n résumé, le comportement élastoplastique parfait est représenté par: 
T « D ( l - a ) É , 
Ê = D _ 1 T + (ÀFT 
avec: a = 1 , si FÇT) = 0 et F x : f = 0, 
= 0 , si FÇT) < 0 ou 
si FÇT) = 0 et F T : f < 0 
X > 0 indéterminé. 
Si pour les matériaux avec écrouissage on peut assurer l'unicité de la déformation plastique, 
dans les cas des matériau sans écrouissage ceci n'est plus possible. 
3. Critère de plasticité. 
L'expérience montre que l'accroissement de l'état de contrainte hydrostatique ne provo-
que pas de déformation plastique. Par conséquent, la fonction seuil ne peut être qu 'une 
fonction des invariants du déviateur de contrainte: 
/ = / ( / 2 ( s y 3 ( s ) ) . 
Si on envisage l'utilisation des métaux ductiles, une bonne approximation du comporte-
ment plastique est obtenu en utilisant le critère d'écoulement de Huber-Hencky-von Mises 
sous la forme: 
°P 1 
avec ^ V3 ' -^ M = ^ ( s : s) 
et où op est la contrainte d'écoulement plastique d'un essai de traction sur une éprouvette 
constituée du même matériau et kv est la valeur de la contrainte de cisaillement du début 
de l 'écoulement plastique dans le cas d'un état de cisaillement pur. 
Deux nouveaux modèles de matériaux peuvent être définis à partir du critère de plasticité 
(2.30), le matériau de Prandtl-Reuss et le matériau de Levy-Mises. Le matériau de 
Prandtl-Reuss est un matériau élastoplastique à écrouissage isotrope défini à partir de 
(2.27) avec le gradient de la fonction d'écoulement plastique défini par la relation: 
(230) 
s = T - | (frT)I 
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L'expression précédente permet de définir le taux de déformation totale suivant: 
Ê = È C + É ; ? = D " 1 T + Â F T = D " 1 T + 1 -
2kl 
Utilisant les définitions des composantes sphériques et déviatoriques du tenseur de 
contrainte et de déformation, on peut écrire: 
em~ — sm-> 
E 
• 1+v • X 
e = —=— s + —-z s. 
E 2J4 
Le matériau de Levy-Mises appelé encore matériau rigide plastique parfait est le matériau 
de Prandtl-Reuss où l'écrouissage et la composante élastique des déformations sont 
négligés: 
È = ÉP. 





Il faut remarquer l'association directe entre les taux de déformation et la contrainte. Ceci 
permet d'obtenir une association directe entre les coefficients de sécurité des charges 
vis-à-vis de la ruine de la structure et les taux de déformation. 
4. Décomposition du tenseur de contrainte. 
On suppose d'abord que le corps est constitué d'un matériau élastoplastique et est soumis 
à un chargement (B,I) et à un déplacement imposé ïï en Tu. Pour ce corps la distribution 
de contrainte T peut-être décomposée en deux parties: 
où est la composante des contraintes correspondantes à un corps fictif constitué d'un 
matériau élastique et soumis au même chargement que le corps réel. 
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Si le corps élastoplastique est totalement déchargé et que les déplacements imposés sont 
éliminés: 
(E,I) = (0,0) , u = 0 e n Tu (233) 
alors la distribution de contrainte sera définie par la relation: 
puisque T* = 0. 
Le champ de contrainte est nommé champ de contrainte résiduelle. Il est nul si le corps 
n'a pas souffert de déformation plastique pendant le chargement et non-nul dans le cas 
contraire. Par conséquent, ce champ peut-être associé au champ de déformation plastique 
par l'affirmation: 
" Pour toute déformation plastique Ep et déplacement nul ïï = 0 en Tu, il existe une unique 
distribution de contrainte résiduelle T^." 
Les définitions (2.32) et (2.33) impliquent que les contraintes résiduelles sont des 
contraintes auto-équilibrées et qu'elles satisfont les conditions homogènes en Tt: 
divT* = 0 en V 
div^ + b = 0 en V 
Utilisant pour le champ de déformation une décomposition semblable à celle utilisée pour 
les champs de contrainte, on obtient: 
E = E* + E*. 
D'après la relation (2.1) le champ de déformation résiduelle peut-être décomposé en une 
partie élastique et une autre plastique: 
E = EE + E R e + E ^ (2-37) 
où E R e = I"1TR. 
Utilisant les relations (2.1) (2.2)et (2.32), on en déduit: 
E = Ee + Ep = Ë _ 1 T + Ep = Ê " 1 ^ + 1*) + Ep = E* + E R e + Ep. <238> 
La comparaison entre les relations (2.1), (2.37) et (2.38) permet d'associer directement la 
composante plastique de la déformation résiduelle à la déformation plastique totale: 
Ee = E E + E R e , 
Ep = E ^ 
T*n = 0 en Tt 
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5. Matériau viscoplastique parfait. 
Par la suite, on présente une classe particulière 
des matériaux viscoplastiques, celle proposée 
par Perzyna. Si on suppose que l'état uniaxial de 
contrainte peut être généralisé au cas de l'état 
multiaxial, les taux de déformation viscoplasti-
que peuvent être exprimé par: 
Le comportement viscoplastique est caractérisée 
par les propriétés phénoménologiques sui-
vantes: 
i. dépendance de l'histoire des chargements, 
ii. dépendance par rapport à la vitesse du processus de charge, 
iii. indépendance par rapport à ia pression hydrostatique, 
Dans ces conditions, il apparaît nécessaire comme précédemment d'introduire les notions 
suivantes: 
i. un critère d'écoulement viscoplastique, 
ii. un potentiel viscoplastique qui fixe la direction d'écoulement. 
Utilisant la même méthode que pour le matériau plastique, le critère d'écoulement prend 
la forme suivante: 
«p(F)> = 0 si F< 0, 
<<p(F)>=<p(F) si F > 0 . 
où <p(F) est une quantité adimensionnelle fonction du critère d'écoulement F. 
La direction d'écoulement visqueux est fixée par le potentiel viscoplastique G: 
Êv = y«p(F)>GT 
où y est un coefficient de viscosité du matériau. 
Si l'on confond la fonction potentielle G(T) à la loi d'écoulement plastique de von Mises F(T), 
on obtient la loi de Perzyna exprimée par la relation: 
a 
e = eyP 
> 
Figure 2.5 
Courbe contrainte-taux de déforma-
tion viscoplastique. 
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E v = y«p(F)>Fr 




avec ^ = Y«P(F)>. 
Au quatrième chapitre un essai de régularisation sera réalisé avec un matériau viscoplas-
tique parfait défini par le potentiel de dissipation suivant: 
^ = ( 3 n + ^ + l ) [ ^ ] * 
qui produit un taux de dissipation viscoplastique: 
n+l 
= r < K O > = ^ T [ ^ ( T ) ] * 




Le fait d'avoir choisi pour F(T) la fonction de charge de von Mises permet d'expliciter la 
dissipation viscoplastique en fonction des taux de déformation viscoplastique: 
= ^ï[ivp:Opivp] 
n + l 
In 
avec D„ défini au chapitre 4. 
6. Matériau visqueux linéaire parfaitement plastique fictif. 
Le matériau visqueux linéaire parfaitement 
plastique est un matériau où le tenseur taux 
de déformation peut être décomposé sous la 
forme: 
È = Ê v + iP 
La composante visqueuse de ce matériau 
fictif présente un comportement suivant la 
loi de Newton des matériaux visqueux li-
néaires. C'est le cas des fluides, des poly-
m è r e s ou du b é t o n qui p résen ten t des 
phénomènes dissipatifs associés à l'élasticité 




Courbe contrainte-taux de déforma-
tion visqueuse. 
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Ê V = D _ 1 T ( 2 * 4 1 ) 
On choisit pour la matrice D la même forme utilisée en (2.3) pour la matrice d'élasticité. 
La composante plastique est définie par la formulation présentée auparavant pour les 
matériaux rigides plastiques. En résumé, le comportement de ce matériau fictif, à ne pas 
confondre avec les matériaux viscoplastiques, est représenté par les relations: 
Ê = D _ 1 T + aXFT 
avec a = 1 , 
= 0 , 
A > 0 indéterminé. 
Si on utilise la fonction d'écoulement plastique de von Mises l'expression précédente prend 
la forme: 
. À (2.43) 
E - D lT + a—zdevT 
2k2v 
(2.42) 
si F(T) = 0 et F X:T = 0, 
si F(T) < 0 ou 
si F(T) = 0 et F T :T < 0 
7. Conclusions. 
Dans ce chapitre nous avons présenté le comportement des matériaux élastoplastiques 
classiques. Le matériau élastoplastique parfait est obtenu quand on fait tendre le coeffi-
cient d'écrouissage vers zéro. L'annulation de la composante élastique des déformations 
de ce matériau permet d'obtenir les matériaux rigides plastiques. Par la suite, on présente 
les comportements du matériau viscoplastique et du matériau visqueux linéaire parfaite-
ment plastique. Ces deux derniers matériaux ont été introduits dans îe but bien précis de 
régulariser la fonction de dissipation plastique dans le cas de la formulation cinématique 
et du critère de von Mises présenté au chapitre 4. L'utilisation des logiciels de program-
mation mathématique, courants dans le marché, dans le calcul des multiplicateurs de 
charge en analyse limite et en adaptation plastique est désormais possible. 
Le prochain chapitre sera consacré à la modélisation des systèmes de tuyauteries en 
éléments finis. Pour cela, on exposera un élément fini qui présente une bonne concordance 




Elément fini compatible de coude. 
Pour la modélisation des systèmes de tuyauteries en éléments finis, deux possibilitées se 
présentent, soit l'utilisation d'un élément raffiné avec des effets de coque tridimensionnels, 
soit l'utilisation d'un modèle simplifié avec des éléments qui tiennent compte de la 
particularité de la géométrie. Ce dernier choix offre l'avantage d'un nombre réduit de 
degrés de liberté d'où une réduction du temps de calcul et surtout quand il s'agit des 
structures soumises à des charges variables dont la solution passe par l'application de la 
programmation mathématique non linéaire. 
L'élément fini présenté par Bathe et Almeida [4.,5.] semble bien être une solution efficace 
pour le problème du système des coudes. Au champ de déplacement de poutre, cet élément 
est enrichi par l'adjonction d'un champ de déplacement de coque qui tient compte des 
effets d'ovalisation de la section. Ayant pour but la réduction des degrés de liberté, 
l'hypothèse d'inextensibilité de la surface moyenne est utilisée. Cette hypothèse entraîne 
une relation entre le champ de déplacement radial et circonférentiel et offre la possibilité 
de fixer les hypothèses sur l'un ou l'autre lors de la discrétisation. 
Deux reproches peuvent être faits à cet élément, la première est de restreindre le champ 
de déplacement de coque à celui d'un déplacement radial ou circonférentiel, ce qui ne 
permet pas d'envisager le gauchissement de la section, très important dans certains cas de 
charge, la deuxième est d'utiliser une fonction d'interpolation de Lagrange ce qui oblige à 
définir des restrictions pour assurer la continuité de la dérivée du champ de déplacement 
radial suivant la direction axiale sur la surface de la coque. 
Une amélioration de cet élément a été proposée par Militello [67.] en introduisant un 
champ de déplacement axial, représentant des effets de gauchissement de la section et en 
subtituant la fonction d'interpolation de Lagrange par celle d'Hermite. Ceci permet 
d'assurer la continuité de la pente suivant la direction axiale sans avoir à définir des 
restrictions. Bien sûr, tout ceci est fait au prix d'un plus grand nombre d'inconnues. 
Une amélioration supplémentaire que nous proposons est la relaxation de la condition 
d'inextensibilité de la surface moyenne par l'introduction d'un champ de déplacement 
radial suivant l'harmonique n = 0 dans le but de permetre une dilatation constante de la 
section et de pouvoir représenter les effets d'une pression interne, de gradients thermiques 
et de charges circulaires. 
Par la suite, nous présentons un bref aperçu de la théorie des coques de Kirchhoff-Love. 
Ceci sera utile pour le développement des caractéristiques de cet élément qui peut être 
situé à mi-chemin entre une poutre de Bernoulli et une coque de Kirchhoff-Love avec 
l'avantage d'avoir un nombre restreint de degrés de liberté. 
1. Bref aperçu de la théorie des coques. 
La coque est un corps tridimensionnel caractérisé géométriquement par une des ces 
dimensions, celle de l'épaisseur, faible par rapport aux deux autres. Cette caractéristique 
nous suggère une modélisation simplifiée de la cinématique dans cette direction (discréti-
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sation partielle). Le problème initial à trois dimensions se transforme en un prob lème à 
deux dimensions avec la création de variables définies sur l'épaisseur (variables générali-
sées). 
Cette simplification a pour conséquence la diminuition du nombre de variables et a fait ses 
preuves dans le domaine de l'analyse linéaire élastique avec des erreurs qui varient entre 
0% et 7 % suivant la modélisation cinématique utilisée. 
Dans ce qui suit nous présentons, de ma-
nière succincte, la théorie des coques de 
Kirchhoff-Love en utilisant les notations 
tensorielles. Pour plus de précision on 
peut se reporter à la bibliographie [112., 
113. et 124.]. 
La coque est définie géométriquement 
par une région de l'espace de telle sorte 
que tout point appartenant à la coque 
occupe le domaine 2 : 
Figure 3.1 





est le feuillet moyen de la coque, 
est le vecteur normal à la surface 2 0 , 
est la projection orthogonale de P sur 2 0 
est l'épaisseur de la coque. 
Ces points peuvent être décrits par la relation suivante: 
X = XQ + £n* (3.1) 
Dans le but d'obtenir les composantes tangentiales et normales des grandeurs tensorielles 
et vectorielles par rapport au feuillet moyen, on définit un tenseur de projection orthogonal 
7i par l'expression: 
n = l-i — n*g>n*. (3.2) 
La relation précédente permet de présenter le champ de déplacement u c de la coque sous 
la forme: 
u c = I 3 u c = (TI + n*<g>n*)uc = ut + u$n ( 3 3 ) 
où u, = 7tuc est la composante tangentielle et «3 = n*.uc la composante normale de ce 
champ. 
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De la même façon, les tenseurs de contrainte et de déformation peuvent ê t re décomposés 
suivant la forme: 
T = I3TI3 = {71 + n*<g>iT)T (TI + n*<g>n*) = T, + T 5 ® n * + n®T* + 7>*<g>n* (3.4) 
E = E f + Es<g>n* + n*<g>E* + £ „ i i * ® n * 
où (.), = nÇyx, 
1.1. Equation cinématique. 
Tout d'abord on se limite à calculer la déformation produite par le champ de déplacement 
(3.3). Ensuite on applique les restrictions imposées par la théorie de Kirchhoff-Love (K-L) 
au champ de déformation ce qui nous conduit à la définition du champ de déplacement de 
K-L. 
Par différenciation, l'expression (3.1) devient: 
où A = I3 + ÇV^n* 
(3.5) 
(3.6) 
et Vn* = 
R 0 0 
0
 k° 
0 0 0 
où Ri et i ? 2 s o n t l e s rayons de courbure principales de la surface moyenne. 
Utilisant le tenseur de projection défini en (3.2) on obtient: 
dX = l3dX = + n*<g>n*] ¿¿X = TidX + (n.dX)n\ 
La simple comparaison entre les deux relations précédentes permet d'écrire: 
dt = n.dX et AdXç = JtdX. 
D'après (3.1), le champ de déplacement peut être lié aux variables définies sur le feuillet 
moyen: 
u c(X) = uc(Xo + Çii*) = uc(Xo(Ç) 
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La différenciation de ce champ est exprimée par la relation: 
duc(X) = Vx / r fXo + -gçi% = VxucdX 
et d'après (3.6) elle prend la forme: 
2 . . C • n C (3.8) 
duc(X) = W^A^jtdX + ZgçinjdX) = ( V ^ u ' A - 1 * + ~^n)dX. 
La comparaison des deux équations précédentes permet d'écrire que: 
c ^ (3.9) 
V x ^ V x / A - W ^ n * 
Appliquant maintenant l'opérateur gradient au champ de déplacement (3.3) on obtient 
l'expression suivante: 
V x u c = V x u , + « 3 V x n * + n*<g>Vxw3. <3*10> 
La relation (3.9) permet de définir les composantes du gradient précédent sous la forme: 
_ i du,
 m (3.11) 
V X u f = V X o U f A n + SÇ®n > 
* A - 1 / • dn* V x n * = V X Q I I * A JT (puisque ~]jç~<8n* - 0 ) 
et V x u 3 = V X O M 3 A ff + -gç-n. 
Le tenseur de projection orthogonal (3.2), permet de décomposer le gradient des déplace-
ments: 
où les composantes sont obtenues grâce à (3.10) et (3.11): 
( V x u c ) , = jrV^ivA" 1 ^ + w 3V X on*A" 1jr (3-12) 
( v x « c ) s = ^ 
(Vx« C) n = ^ 
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1.2. Hypothèse de Kirchhoff-Love. 
Les hypothèses simplificatrices de K-L peuvent être rétrouvées comme suit: 
i. Absence de déformation due à l'effort tranchant dans la direction normale: 
£ > C ) = \ \ ( V x A + ( V x u c ) ; ] = § + « A - V ^ K J - j r A ^ V x / u , - 0 ^ 
ii. Absence de déformation due à l'effort normal dans la direction normale: 
3,00 - ( v x u c ) n = ^ = o ( 3 , 1 4 ) 
Pré-multipliant la relation (3.13) par A - 1 et sachant que [112., 113.]: 
on obtient 3'équation différentielle que le champ de déplacement de K-L doit satisfaire: 
^ ( A - 1 ^ ) + = 0 <M*> 
La solution de l 'équation homogène est donnée par: 
A " V = Uo,(Xo). 
U n e solution particulière de l'équation différentielle est obtenue par l'intégration de 
l 'équation (3.15): 
A " V = / A - ^ M a * = - ^ " ^ « 3 uf = - £ ^ « 3 
Le champ de déplacement présenté en (3.3), avec u( satisfaisant l 'équation différentielle 
(3.15), est nommé champ de déplacement de K-L. Il est exprimé par la relation: 
u = u, + w 3n* = UQ, + Çfi + w3n* (3.16) 
% = I^o et p = ( V x V i i ^ - v ^ ) ou 
sont respectivement le déplacement tangentiel à la surface moyenne et la rotation de la 
section. 
2. Représentation isoparamétrique de la géométrie du coude. 
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Figure 32 
Géométrie du coude 
où ak sont les rayons de la section droite du tuyau aux points k, X° — (r&t) le système des 
coordonnées locales attaché à l'axe du tuyau cXLk les fonctions d'interpolation de Lagrange 
définies dans l'annexe A.l. 
3. Approximation du champ de déplacement. 
Le champ de déplacement u de la surface du coude est composé d'un champ de déplace-
ment ub dû à un champ de vitesse d'une poutre satisfaisant l'hypothèse de Bernoulli, plus 
un champ de déplacement u c = (« c,v c,w c) qui prend en compte les phénomènes d'ovalisa-
tion et de distortion de la section droite. 
U - u* + UC. (3.18) 
La vérification de l'hypothèse de Bernoulli par le champ de déplacement ub peut être 
obtenue par la relation: 
4 4 4 (3 X9) 
u f t = E Lk(r)Vk + il akLk(r\<ï>k X °vf) + si akLk(r)(<t>k X °vj) 
k-l fr = l * = l 
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La géométrie du coude est représentée approximativement au moyen des coordonnées 
cartésiennes X* et des vecteurs de base (°V? » M » °V? )> définissant le système de coor-
donnés X° = (rjtt), lié aux noeuds k par la relation: 
k=l k = l k = l 
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où $>k est un vecteur qui représente la rotation de la section k suivant les axes globaux et 
U* les déplacements des noeuds k dans les directions du système d'axes X = (XtY,Z). 
Le champ de déplacement uc qui représente Tovalisation et la distortion de la section droite 
est interpolé dans la direction axiale et développé autour de la direction circonférentielle 
(p par une série de Fourier du type: 
4 Nt AL 
uc = 2 [ 2 {usn)kLk{r)sixmf + 2 (uan)kLk(r)cow<p ], 
(3.20) 
k=l n=2 n=2 
2 *p N q (3.21) 
v C = 2 [ 2 l(vsn)kHk(r) + [(y^]khk(r)]cosn<p + 2 l(yan)kHk(r) + l(y^]khk(r)]siim<p } 
k=l m = l m=l 
OU n = 2m dv
c 






et où , hk sont les fonctions d'interpolation d'Hermite du 3ème ordre définies dans 
l'annexe A.2, i/n , , ifn , v£ sont les parties symétriques et anti-symétriques des compo-
santes des vitesses de l'harmonique n. On remarque que l'équation (3.22) représente 
l'expansion (ou rétraction) homogène de la surface moyenne du coude. Pour un déplace-
ment radial wsQ nulle, elle exprime l'hypothèse de l'inextensibilité de cette surface. 
Comme on peut l'observer, la série de Fourier débute à partir de l'harmonique n = 2 car 
les termes 0 et 1 sont repris par les déplacements de la poutre avec l'hypothèse de la 
conservation de la section plane. 
4. Champ de déformations infinitésimales. 
En admettant l'hypothèse de déformation infinitésimale, le tenseur E peut être obtenu à 
partir de la superposition des déformations dues aux champs de déplacement ub et uc: 
E = E & + E c (3.23) 
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[V x.u"] = [V x .X°][V xo.u f t] 
avec: w A p ^ [ V x A = ^ 
V 
[Vk.u 6] = ^[ [V x .u & ] + [VÎ.u f r]] 
Les déformations par rapport au système d'axe x = (rj££) sont obtenues au moyen des 
matrices de rotation T° et T par la relation: 
Eb = ( Ï ^ T ^ E X ^ T (3.25) 
et où les composantes de T et T sont définies au point k par les expressions suivantes 
(figure 3.3): 
e° = T°e 
e' = Te° 
e' = TT° e 
Figure 3 3 : 
Système d'axes locaux et globaux 
avec: [T% = (ef.e;) = cos(<£*,-) 
avec: [T]y = (e^ef) = cos(e /',e|3) 
et T° et T explicitées dans l'annexe A.3. 
Le tenseur des déformations infinitésimales E C des coques de K.L. est obtenu en rempla-
çant dans les expressions définies en (3.12) le champ de déplacements u c défini en (3.16). 
Une relation découplée entre les effets membrannaires et flexionnels apparaît [79.]: 
E C = \ [L(uc) + L r(u c)l + 5 [K(uc) + K r(u c)] (3.26) 
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où £ est la coordonnée normale à la surface moyenne de la coque. Ses limites de variation 
h h 
sont fixées par l'épaisseur de la coque - - < Ç < - . Les opérateurs de dérivation L(u c) et 
K(uc) sont définis dans l'annexe A.4. 
Les coordonnées curvilignes a-^ et les composantes métriques^ i ttA^ et les courbures 
correspondantes Ri et R2 nécessaires à la définition des opérateurs L et Kseront explicitées 
pour deux cas d'éléments: 
i. Cas de l'élément courbe: 
Le vecteur position de la surface moyenne d'une coque toroïdale est défini dans le système 
X, par la relation suivante: 
X (cci,a2) - X (<p,0) = -(R-acos(p)smd ei + (R-acos(p)cosO e 2 + asiny? e 3 (3.27) 
Celle-ci nous permet de définir les quantités géométriques présentées dans l'annexe A.5. 
En utilisant ces quantités dans les expressions des opérateurs L et K, on obtient les 
composantes du tenseur de déformation infinitésimale des coudes: 
1 duc (3-28) 
=
 (R-acos<p) + ^ ~ wCqo^> 
T*n 1 duC , 1 ,dvC




 ( t f -acos^) 2 ( " S 1 ^ C 0 S ^ S i n y ? ) ( H - W * ( " ^ ^ + -W ~ 
Si Ton admet l'hypothèse de l'inextensibilité de la surface moyenne, justifiée par plusieurs 
auteurs pour certains cas de charge, on obtient les relations: 
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Cette hypothèse permet une réduction importante du nombre des degrés de liberté. Par 
contre, la prise en compte des charges de pression, des charges circulaires ou des charges 
de température nécessite obligatoirement la relaxation de cette condition. Supposant que 
ces charges sont constantes au long de la direction circonférentielle, la relaxation peut être 
exprimée par l'expression suivante: 
Selon les expressions définies en (3.23), le champ de déformation E est composé de deux 
champs, l'un Eb obtenue à partir d'une théorie de poutre utilisant l'hypothèse de la 
conservation de la section droite de Bernoulli et exprimé par les relations; 
4 = 0, 
_ 1 duc ucsin<p 
té a d(p R-acos(p 
et l'autre E c qui tient compte de l'ovalisation et du gauchissement de cette section et 
représenté par les termes restants. 
Utilisant la discrétisation des champs de déplacement vc et wc - - définis par la 
relation (3.21) et qui représente l'ovalisation de la section, les composantes du tenseur de 
déformation (3.28) se présentent sous la forme suivante: 
(330) 
avec n - 2m et les composantes (vj,);-, (vj 
j = 7 / o u j = ï?Ç o u j = | . 
' n ) : définies dans l'annexe A.6 pour 1 - s ou 1 = a et 
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La substitution du champs de déplacement uct défini par la relation (3.20) et qui exprime 
l'effet du gauchissement de la section du coude, dans les composantes du tenseur de 
déformation (3.28), permet d'obtenir les relations suivantes: 
2 Nf N& (3-32) 
* = 1 n=2 n=2 
2 Nl N t 
k=l n-1 n=2 
avec les composantes (ûj,);- présentées dans l'annexe A.7 pour 1 = s ou 1 = a et j = TJ ou j = TJÇ. 
Les composantes du tenseur de déformation dues à Paproximation du champ wc = WQ, 
définie par la relation (3.22) qui exprime l'expansion (ou rétraction) homogène de la 
surface moyenne, sont explicitées par les relations suivantes: 
E V = 2 {(" 6)
 V & 0) + 0) ? [ ( " , ) 0l *} /r=l 
£
 ^ = 2 { (»" o ) ( « - o) + 0» o) $e K w / ) ol } 
EI = 2 {(* s 0) I (»v J) * + (" 5) I [(w , ) so] *} 
k-l 
avec les composantes (ïyj,)y, (wj,)j définies dans l'annexe A.8 pour 1 = s ou 1 = a et j = r\ ou 
j = ?7É o u j = £ . 
ii. Cas de l'élément droit: 
De façon similaire à la précédente, on présente dans l'annexe A.4 les grandeurs géométri-
ques a-y ,a2yAi,A2,Ri,R2 du tuyau droit illustré à la figure (3.4). Le vecteur deposi t ion 
est défini par l'expression: 
X (#1,0:2) = X ((pyz) = acosy? ej - acos<p e 2 + z e 3 (334) 
Utilisant les définitions des opérateurs L et K présentés dans l'annexe A.9, le tenseur de 
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fC 
4I = ^ ( $ ^ ) = - o , 
Figure 3.4 
Géométrie du cylindre. 
a* Ô<p' 
1 , a3v , av. 
« d<p2dz te 
En utilisant les relations précédentes, les composantes du tenseur de déformation du tuyau 
droit sont exprimées de la même façon que en (3.31), (3.32), (3.33) avec les coefficients 
définis dans l'annexe A.10, A.11 et A.12. 
5. Relation déformation-déplacement généralisée. 
La relation déformation-déplacement généralisée peut être mise sous la forme matricielle 
par l'expression suivante: 
£ = eb + ec (336) 
avec £ =
 {ev V Evï Eï) 
Le vecteur de déformation eb correspondant à la forme matricielle du tenseur de déforma-
tion E b , présenté en (3.25), est défini par: 
e
b
 = Tebx (337) 
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ou T est donnée dans l'annexe A.13 et construite à partir des matrices de rotation T et T° 
définies en A.3. 
Remplaçant le champ de déplacement ub défini par la relation (3.19) dans l'expression 
(3.24), on obtient le vecteur des composantes des déformations £x lté a u système d'axes 






avec Q&x)k définie dans l'annexe A. 14. 
A partir des relations (3.36) et (3.37) on peut écrire la relation déformation-déplacement 
généralisée pour le cas de la poutre: 
(339) 
avec B ' = T ( B ^ , 
et ^ = {G* F* <p* O 
Le vecteur de déformation de coque e c, correspondant à la forme matricielle des relations 
(3.31), (3.32) et (3.33), se présente sous la forme: 





 na n? na vts Tta t*-s T*S 
v
 B v * V Kv/ Ku Ku **w **w/ 
4 = \^MA4(y^ (yA 0»S o » ? o»s o » g «5«5«4 «S 0 f.. \û . J . . Û . Û . Û . s 
Finalement, la relation déformation-déplacement généralisée qui tient compte des effets 
d'ovalisation et de gauchissement de la section, est obtenue par superposition des défor-
mations explicitées en (3.36): 
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(3.40) 
avec: 
k = l,4, 
<k = <Ï2 % % \ * 
T 
k = l,4. 
La taille de la matrice est ajustable en fonction du nombre des degrés de liberté (d.d.l.) 
choisis. Au minimum, elle doit être égale à soit 6 d.d.l.. L'utilisation de tous les degrés 
de liberté explicités en peut conduire au nombre de 104 d.d.l. par élément fini. En réalité, 
ils ne sont que 76 puisque les déplacements v , w et ses dérivées , sont interpolés par 
des fonctions associées uniquement aux variables nodales des extrémités de l'élément. 
6. Relation constitutive du matériau. 
La décomposition du tenseur de contrainte et de déformation, défini par l'équation (3.4), 
peut se présenter sous la forme: 
T, T* E = < 
T En 
(3.41) 
Elle permet, d'après les relations (2.2) et (2.3), une simplification de la présentation des 
relations d'élasticité: 
T, = 2^E, + X(trEt+En)l3 
Tn = 2MEn+I(trEt+En) 
La décomposition du champ de déformation présentée en (3.23) entraîne une décompo-
sition semblable pour le tenseur de contrainte: 
T = 1* + I e 
Dans le cas de la poutre, on suppose que seule la contrainte normale Tn à la surface 
moyenne de la coque est nulle, ce qui entraîne la relation suivante: 
7£ = 2^+A(rrE?+4)-0 (3.42) 
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Par conséquent, on en déduit la relation entre les composantes des déformations: 
Les relations constitutives de la poutre sont alors présentées sous la forme: 
1* = ^ E ? + A V ( E * ) I 2 <3-43> 
2tû Ev (3,44) 
avec: A = _ 
ty+X \-vL 
La composante Ie relative aux déformations de coque du tenseur de déformation est 
définie à partir des hypothèses simplificatrices de la théorie des coques minces de Kir-
chhoff-Love qui stipule les restrictions suivantes pour le tenseur de contrainte: 
Tl = + ï(fEf+4) - 0 <3-4*) 
T°s = 3«Ej = 0 (3-46) 
ce qui implique les conditions suivantes: 
1^ = 2^E?+AV(E?) I 2 <3-47> 
avec 
2// + X a 1-v
 r 
Si l'on définit les nouvelles composantes et v^ç de la déformation telles que: 
7tf = e t f + £ | 7 7 ^ = Crf + C f f (3.49) 
et si Ton suppose que la composante de déformation de poutre yg ne contribue pas à 
l'énergie de déformation, les relations constitutives peuvent être résumées sous la forme 
matricielle très pratique pour le calcul numérique: 
a = D £ <3^°) 
avec £ = eb + ec, 
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a = {a, avi a$ at} , 
et la matrice de constantes élastique de Hooke D définie dans l'annexe A. 16. 
7, Energie de déformation élastique. 
La densité d'énergie de déformation élastique Ve est définie par l'expression suivante: 
Ve = JT:</E = ^ T : E E . 
E 1 
Utilisant la décomposition définie en (3.41) et les hypothèses simplificatrices décrites 
auparavant, la densité d'énergie peut se présenter alors sous la forme: 
T,.-E, + T S .E S + T; .E; 
Subtituant les équations constitutives (3.43) et (3.47) dans la relation précédente, on 
obtient: 
1 r 
ou encore sous la forme matricielle en utilisant l'expression (3.50): 
Finalement, grâce à l'aproximation du champ de déformation (3.40), l'énergie de défor-
mation élastique prend la forme: 
W9 = ±qT¥q (3.51) 
avec L eq = qe, 
K = ( L , ) % L * 
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où la matrice Le est une matrice de localisation qui permet d'assembler les vecteurs de 
déplacement des éléments finis pour former le vecteur global q de la structure. La 
matrice de rigidité Kg est obtenue par l'intégration numérique: 
Kg = 2 2 2 I B W A m^^W-acos^)]AOnwlv^wl 
/ = i y = U = l 
où w*v e t w£ sont les poids d'intégration de Gauss (ou Newton-Cotes), fv£ les points d'in-
tégration de Simpson (règle du trapèze), /, m et n le nombre de points d'intégration res-
pectivement suivant les directions axiale, circonférentielle et radiale. 
8. Forces généralisées. 
L'approximation du champ de déplacement par la superposition de deux champs indépen-
dants permet aussi par dualité la définition des forces concentrées appliquées directement 
sur les noeuds $ comme aussi des charges concentrées ou distribuées appliquées directe-
ment sur la surface moyenne de la coque £ à condition d'activer les degrés de liberté 
correspondants. 
Dans ce travail on se limite à calculer les charges généralisées à la pression, aux charges 
circulaires et aux variations de température. 
8.1. Charges de pression. 
En ce qui concerne les charges de pression, deux effets doivent être analysés; celui du 
gonflement de la section repris par les champs de déplacement WQ (harmonique n = 0) et 
celui de la restitution de la forme circulaire de la section lors d'une ovalisation. Le deuxième 
effet met en évidence la partie non linéaire du champ de déplacement de coque. E n fait, 
il dépend de la direction de la normale à la surface moyenne de la coque à laquelle la 
pression est exercée. 
Si Ton définit 2 f étant la surface où la pression p est appliquée et n* sa normale on peut 
établir le travail virtuel des efforts extérieurs de pression par la relation: 
àWep = lpxvtMdZ. (353) 
E n utilisant la description Lagrangienne totale pour décrire la normale en fonction de la 
configuration non déformée on peut écrire [57.] : 
n*dZ = detF(F - 1) rnSdZ 0 <3-«> 
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ou njj est le vecteur normal à la surface moyenne non déformée et F, le tenseur du gradient 
des déformations donné par l'expression suivante: 
F = I + Vu f (3.55) 
Si on ne tient compte que des effets membrannaires de la déformation des coques définis 
en A.4, le tenseur F est: 
F 7 = 
1 + L n L21 L3l 
0 0 0 
(3.56) 
De la définition de l'inverse d'une matrice: 
M"'- adj¥T co/F
J (357) 
detF J detF J 
on peut constater que le travail virtuel des efforts extérieurs de la pression interne a la 
forme: 




1+L22 - ¿ 2 1 ¿ 2 1 ^ 3 2 " (1+¿22)^31 
-L12 1+Ln - ( l + ^ i i ) ^ 3 2 + - ^ 1 2 ^ 3 1 
0 0 (l+Ln)(l+L22)-LnL21 
T 
nS = {00 l} . 
Si on ne garde que les termes linéaires de l'inverse du tenseur du gradient de déformation, 
on déduit le travail de la pression interne: 
àWep = fp {-L31<5«i - L32ôu2 + (1+LX1 + L22)àu?\dZ0 , u c = { « 1 , ^ 3 (359) 
Remplaçant les composantes du tenseur de déformation par leurs valeurs respectives 
définies en A 4 et puis en se basant sur les égalités suivantes: 
1 ¿«1 " î M 2 = _ J d__ 
(^2"i"3) ~ T""i 
1 3« 3 (3.60) 
1 ô«3 «2 ° ^ 1 
+ 5ai )"3 = 
1 ôw3 
(^2«2"3) ~ T~ w 2 ' 
^ 2 da2 
on obtient: 
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àWep = ôWep + ôWfp 
où à\^
€p est la composante linéaire du travail virtuel: 
(3.61) 
(3.62) 
et àWfp est la composante non linéaire de ce même travail: 
(3.63) 
1 ô« 3 * fo 3 ^ 2 1 1 dz0 + 
et-
On constate que l'expression linéaire du travail virtuel de la pression est non-conservatif 
(voir les deux derniers termes). Pour le rendre conservatif il est nécessaire de faire appel 
à un potentiel W^p. Pour obtenir cela il suffit d'annuler les deux derniers termes de 
l'équation (3.63) par une condition de contour homogène sur les bords ( ux = u2 = 0 s u r 
les sections où les coordonnées ax et a2 sont constantes). Ceci étant, il est possible d'établir 
un potentiel d'où dérive le travail de la pression interne: 
K = -s P ux du3 u2 du3 AX toi A2 da2 








Lorsqu'on suppose l'existence d'un champ de déformation fini, la condition d'inextensibi-
lité de la surface moyenne est exprimée par la relation: 
-#22 - ^ 2 2 + n Li\2 L'Y* ~f~ L '22 32 = 0 
Utilisant les grandeurs géométriques définies pour les coudes, il apparaît que l'inextensi-
bilité de la surface moyenne correspondante à la partie linéaire du tenseur de déformation 
est donnée par: 
1 dv w wo 
ad<p a a * 
(3.65) 
Pour ce qui concerne la partie non linéaire on doit avoir: 
.2 . .2 
•d<p- d(p 
dv_ dw 
d(p = 0. 
(3.66) 
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On déduit de ces deux équations précédentes l'égalité suivante: 
bip 
,dU.2 , , # v \ 2 . 2 , 2 (3.67) 
dans laquelle on tient compte du fait que = 0. 
Si on suppose que le gauchissement de la section est négligeable, l'expression du travail 
virtuel de la pression interne est exprimée par la relation: 
Vv d2ÔV , s . s 





R-2acos<p ( dv dôv , . ~dv , "\ -i _ 
dï.Q = (R-acos<p)dOad(p. 
Si Tinextensibilité de la surface moyenne est satisfaite pour la partie linéaire de la défor-
mation (w 0 = 0) alors l'expression précédente prend la forme: 
ôK = -pi \ 
2 2 
b y d ôv _
 fR-2acos(p. dv dôv 
bip2 bip2 {R-acos<p}ty à<p 
(3.68) 
Le calcul du travail des efforts extérieurs ôW^p et ôWfp dus à la pression est réalisée 
numériquement. Utilisant l'expression (3.22) du champ de déplacement WSQ dans la partie 
linéaire du travail externe en (3.62), on peut écrire: 
àrfep = / pà*¥z = Ç A 
où gp est le vecteur des forces généralisés dû à la pression définie par la relation: 
%> = 2 4 = fp{Hi *i ^ 2 ¿2 
et dq est le vecteur des déplacements virtuels généralisés présenté sous la forme: 




L'intégration des forces élémentaires ^ est réalisée par voie numérique: 
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n m .
 T . . 
(3.72) 
A0 
avec A£ = [R- a c o s ( ^ ) ] ^ 
En introduisant la discrétisation du champ de déplacement circonférentiel définie en 
(3.21), la partie non linéaire du travail des efforts dus à la pression devient: 
«»< = 2 / f 
e y e ^ 
2 
1 («J)î - 2 (4)î 




2 (4)1 - 2 (4)2 
m - 1 
avec 
fl\ k s.a\k a-, k 
(û)k2 = (ySn)k2(vSn)k + K)k2[(v,)5n] 
s-, k 
K ) 2 = (yan)kiK)k ' + mi(y a^k Ci ft 
âZe = (R-acos<p)A6d<pdr. 
On définit maintenant les vecteurs Q ,^ tels que: 
Qj> - {-I <?rf ® f <®f I (3î)f (?Bf (?5)f I (^)f (?2)f ^ 3 ) ? I (^)f ® f @$ 
où les composantes $ n ) \ ; (v ,^)* ;(ï£>2 ; ^n)\ sont définies par l'annexe A. 17 avec 1 = s ou 
1 = a. Si les déplacements généralisés conjugués sont; 
<fe = {... I I I M 0»£ (v,)5 | (vp?(v^(v^ | . . . } T 





(R—acostp ) bBdrdip. 
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La matrice due aux termes nonlinéaires du tenseur de déformation, est obtenue par 
l'intégration numérique: 
n m 
8.2. Variation de température. 
On définit les contraintes thermiques à partir de l'équation constitutive: 
l*=-DaT <3-74> 
où D est la matrice de Hooke définie dans l'annexe A, 16, a le vecteur des coefficients de 
la dilatation thermique suivant les directions axiale r\ et circonférentielle £ et Tla tempé-
rature de la coque définie par la relation: 
i A r (3-75) 
h 2 ~ ^ - 2 
où Tm est la température à la surface moyenne et ATle gradient thermique sur l'épaisseur. 




Utilisant la définition de contrainte thermique et l'expression (3.40) on obtient: 
wet = M (3.77) 
avec
 & = 2 (Le)~V 
e 
et g = Jl/tBTDaTdVe 
La température de la surface moyenne et le gradient thermique dans l'épaisseur peuvent 
toujours être représentés suivant la direction circonférentielle par une série de Fourier: 
Nr (3.78) 
Tm = S [7%cosn<p + 7£sinrtp], 
71 = 1 
AT= 2 [A7£cos/z^ + A7^sinny?] 
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et suivant la direction axiale par des fonctions d'interpolation de Lagrange présentées dans 
l'annexe A. 1. Les coefficients de la série de Fourier et A 7^ , sont obtenus par les relations 
suivantes; 
4 
h^n — 2 Lj (ATJ,)1 ; l=s,a 
i"=i 
où (7^,)' et (A7Jj)' sont les valeurs nodales. On note que des variations de température sont 
possibles également dans la direction axiale et dans la direction circonférentielle. 
La substitution des expressions précédentes dans le vecteur des forces généralisées de 
température $ permet d'écrire l'expression: 
¿ = f B 7 ! ) a 2 \(l*nœsn<p + 7^siim<p) + f-(A7£cos/^> + AT^siwvp) 
V ni. h 
AO h 
dV 
avec dV= p?-acos(?r£)j — -axdrjdÇdÇ 
Pratiquement cette intégrale est calculée numériquement grâce à la forme: 
Í = 2 1 2 BTtf£,?j5a 2 [W)(7;)*cosw(«D + L^XTïfsinntë)] + 
i j k n 
8 3 . Charges circulaires concentrées. 
Les charges circulaires peuvent être concentrées selon la direction axiale (r¡) et distribuées 
suivant la direction circonférentielle (£). Le travail correspondant est donné par l'expres-
sion suivante: 
Kc = S pcô(jf).ucdl (3.80) 
i 
où ô(rf) est la fonction de Dirac définie par: 
ô(rf) = 1 si r¡ = rf 
— 0 SÍ 7} ^ff 
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harmonique n=0 
harmonique n=l 
Figure 3 .5 
Schématisation des efforts circulaires. 
On utilisera ici seulement les charges circulaires dirigées dans le sens radial WSQ (harmoni-
que symmétrique n = 0). Les autres directions de la charge sont reprises par les effets de 
poutre au moins pour les harmoniques n = 0 et n = 1. 
D'un autre côté, si on définit la charge circonférentielle gc étant: 
gç*=f pcad<p = 2napc{ri) 
9 
alors le travail engendré sera: 
Wec = q \ (3.81) 
avec q = {0...H&y')...0}, 
fc = { 0 . . . & . . . 0 } 
où WSQ(TJ1) est le déplacement virtuel dans la direction de la charge g,. 
9. Solution du problème linéaire. 
Le principe des travaux virtuels affirme que l'équilibre de la structure est impliqué lorsque 
les travaux virtuels intérieurs et extérieurs s'égalisent: 
à{We + Wllp) = ô(Wep + Wet + Wec) 
Utilisant les définitions des travaux We,Wep,Wj}pJVet et Wec donnés respectivement en 
(3.51), (3.69), (3.73), (3.77) et (3.81) on obtient l'équation d'équilibre nodal de la structure: 
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[ K + K p ] q = g (3-82) 
Le vecteur des charges généralisées g est la somme du vecteur des charges concentrées 
f£ appliquées sur l'axe de la poutre et du vecteur des charges £ appliquées sur la surface 
de la coque. Ce dernier est défini par la relation: 
/ = & + % + & ( 3 , 8 3 ) 
où g- représente les charges circulaires, gp les charges de pression et g les charges dues au 
gradient thermique. 
La matrice Kest la matrice de rigidité de la structure et Kp la matrice de rigidité addition-
nelle de pression par inclusion des termes non linéaires de déformation de la section 
(ovalisation). 
Les contraintes thermo-élastiques sont données par la relation classique: 
o = D(Bq-aT) Q*4) 
La matrice D est définie dans l'annexe A.16, la matrice B par la formule (3.40) et le vec-
teur a des coefficients de dilatation thermique par: 




Principes variationnels en plasticité. 
Une des utilisations les plus répandues de la formulation variationnelle en plasticité est la 
théorie de l'analyse limite où Ton suppose que les matériaux ont un comportement rigide 
plastique et que les chargements sont simples ou proportionnels. 
On sait que le matériau rigide parfaitement plastique constitue le cas limite d'un matériau 
élastoplastique écrouissable [76.]. Il est toujours possible de lier directement les contraintes 
totales elles-mêmes aux incréments de déformation. 
1. Relations entre l'énergie de déformation et l'énergie complémentaire. 
Les potentiels convexes de l'énergie de déformation Q(E) et de l 'énergie complémentaire 
W(T*) se sont associés par une transformation généralisée de Legendre: 
Q(È) + W(T*) > T*:É W 
où (T , E) sont des variables généralement non associées. L'égalité est obtenue si la 
variable T* est associée à la variable E par la relation: 
ÔÈ 
Si le solide est constitué d'un matériau de Levy-Mises (rigide parfaitement plastique), 
l'énergie complémentaire est définie par la relation de complémentarité plastique sui-
vante: 
W(J) = 0 = XFÇT) (4-2) 
où A est le multiplicateur plastique et F(T) est la fonction d'écoulement plastique. 
La déformation plastique obéit à la loi de normalité suivante: 
P P _ P _ I 5 : _ J F V _MÏI (4.3) 
~ ÔT ~ A F t F T - dT 
Un champ de contrainte T est plastiquement admissible s'il satisfait la fonction d'écoule-
ment plastique: 
FÇT) < 0 (4.4) 
On vérifie que l'incrément de déformation plastique E, lié par la règle de normalité (4.3) 
à la contrainte T, vérifie l'inégalité de convexité: 
(T* - T):E < 0 (4.5) 
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pour tout champ de contrainte T* satisfaisant 
la relation (4.4). 
Cette dernière expression permet d'intro-
duire la définition de la fonction de dissipa-
tion plastique Lfçk ) par la relation suivante: 
(4.6) 
F(T) = 0 E p 
- T 
UP(Ê) = max (T*:E) = T:E 
Figure 4.1 
Règle de normalité. 
où les variables (T,E) sont associées par la loi de normalité (4.3). 
D'après (4,2) et (4.6) l'équation de Legendre spécifique dans le cas des matériaux rigides 
plastiques, prend la forme: 
Q(Ê) = T.É = Z)P(È). (4-7) 
Le champ de contrainte T , associé au taux de déformation E , est obtenu à partir de la 
dissipation plastique définie en (4.6) par la relation: 
=
 dDP(È) (4.8) 
aÊ 
Avec l'inégalité de Schwarz, on peut montrer que la dissipation plastique est une fonction 
convexe [76.]: 
Z?(Ê*) - Lf{k) >~(È* - É) ( 4 ' 9 ) 
dE 
La relation précédente indique que les principes de minimum (1.14) et (1.15) sont encore 
valables pour les matériaux rigides plastiques. Il suffit pour cela de remplacer le potentiel 
d'énergie de déformation Q(E) par le potentiel de dissipation plastique D(É) et d'annuler 
l'énergie de déformation complémentaire ^ (T) . 
2. Charges proportionnelles. 
On considère, ici, un chargement simple ou chargement proportionnel tout chargement 
quasi-statique représenté par des charges imposées qui augmentent de manière monotone 
grâce à un paramètre de charge a: 
B = ab° en V i = aa° en T, (4*10) 
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où (b ,a ) est un chargement de référence constant durant le processus de déformation. 
Les matériaux peuvent avoir deux comportements différents quand on augmente la charge, 
le comportement élastique pour le paramètre de charge variant entre [0,a c] et le compor-
tement élastoplastique au-delà de cette limite. 
Au niveau de la structure, le comportement élastoplastique présente deux effets, l'écoule-
ment plastique restraint où les déformations de la structure sont encore contrôlées par les 
déformations élastiques et l'écoulement plastique libre où les déformations élastiques ne 
contribuent plus au soutien de la charge. Ce dernier effet donne naissance à la formation 
d'un mécanisme associé à l'état limite de la structure. 
f
 -—" " —————> u 
Figure 42 
Chemins d'équilibre dans l'espace aXu. 
Sur la Figure 4.2, on présente les chemins d'équilibre d'une structure constituée soit par 
un matériau ngiàe plastique, soit par un matériau élastoplastique. C'est la géométrie de la 
structure qui détermine si la ruine de la structure a lieu ou non. La plaque, par exemple, 
est le cas typique d'une structure où la ruine ne se produit pas. Par contre, Yécoulement 
plastique provoque une augmentation significative des déformations. 
Dans le cadre de l'analyse limite, on s'est intéressé au calcul de la charge limite a/[b°,a°] 
d'une structure constituée d'un matériau rigide plastique et à la détermination du méca-
nisme d'écoulement associé. Si on considère que les déformations sont infinitésimales, les 
charges limites respectivement pour le matériau élastoplastique parfait et pour le matériau 
rigide plastique parfait coïncident. 
2.1. Principes variationnels des contraintes. 
L'état limite d'une structure, dans sa formulation statique, a été présenté par Hill. L'intro-
duction de la notion d'un champ de contrainte licite T7, satisfaisant à la fois l'équilibre et 
le critère de plasticité (4.4), permet détablir le principe de Hill: 
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"Parmi les champs de contraintes licites le vrai champ de contraintes rend la fonction-
nelle: 
aÇlf) = - / 1*nMTu ( 4 ' n ) 
r 
minimum. 
Si la puissance des efforts extérieurs est positive, le théorème des bornes inférieures du 
multiplicateur limite de charge cf/peut être obtenu à partir de la fonctionnelle de Hill: 
"Le multiplicateur de charge exact ai est le plus grand de l'ensemble des multiplicateurs 
àf correspondant à Vensemble des champs de contrainte T* licite: 
al = maxap. (4.12) 
Un champ de contrainte satisfaisant l'équilibre interne peut s'exprimer, après discrétisa-
tion par éléments finis, par la relation: 
ag = hbjb + 
où Bjfc est un champ de contrainte qui satisfait l'équilibre interne homogène, BjZ est un 
champ de contrainte solution particulière de l'équilibre interne et b et c sont les paramètres 
des contraintes. Pour que ce champ satisfasse l'équilibre externe on choisit un système de 
forces généralisées (connecteurs statiques) qui assurent la continuité de la transmission 
des tractions de surface: 
De la définition du principe de minimum de l'énergie complémentaire on obtient un champ 
de vitesse q conjugué au systèmes de forces généralisées: 
"(T) = -q.g 
Le problème d'analyse limite se réduit finalement au problème de programmation mathé-
matique suivant: 
al = max aj 
avec a;" g 0 = cÇb + 
F{at ag) < 0 où og = B7* + B7C 
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où F(.) est la fonction d'écoulement plastique, g est le vecteur des forces généralisées 
unitaires imposées. 
Du poiflt de vue de la sécurité, cette méthode a l'avantage de produire une borne inférieure 
du vrai multiplicateur de charge. La difficulté d'obtenir, dans le cas des coques, un champ 
de contrainte statiquement admissible nous conduit soit à l'utilisation de la formulation 
cinématique, explicitée par la suite, soit à l'utilisation de la formulation hybride (chapitre 
6 ) . 
2.2. Principes variationnels des vitesses. 
La caractérisation de l'état limite d'une structure, dans sa formulation cinématique, a été 
présentée par Markov. Au moyen de la propriété définie en (4.9) et du principe du 
minimum de l'énergie potentielle (1.15), le principe de Markov peut être énoncé par 
l'affirmation suivante: 
"Parmi les champs û de vitesse cinématiquement admissible et pour un matériau rigide 
plastique incompressible, le vrai champ de vitesse correspondant à l'état limite rend la 
fonctionnelle: 
*p(ù) = J K D P ( È ) dV - a{ SVÏM dV + J r ï .ù dTt ) <4**3) 
minimum, où ifiE) est le taux de dissipation plastique du solide." 
Dans la mesure où le champ de vitesse est imposé homogène sur le contour Tu 
(ù = 0 en T^) et la puissance des efforts extérieurs positive, le théorème des bornes supé-
rieures du multiplicateur de charge limite a, est obtenu à partir de la fonctionnelle de 
Markov (4.13) par l'énoncé suivant: 
"Le multiplicateur de charge exact ai est le plus petit de l'ensemble des multiplicateurs 
a?correspondant à l'ensemble des champs de vitesse cinématiquement admissibles: 
avec W> = IvL)P(èP)dV 
we = / F b ° . ù ^ K + / r a°.ù<*r, > o ù | F = o." 
t w 
2.2.1. Dissipation plastique. 
Ensuite, on présente la dissipation plastique d'une coque toroïdale incomplète. On utilise 
pour cela un champ de déformation infinitésimale et un champ de déplacement de 
Kirchhoff-Love. 
ai = min at 
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Les expressions présentées en (3.50) permettent de définir les composantes des tenseurs 
de contrainte et de déformation par les relations suivantes: 
onl 0 0 
E =E & +E C = 
yV^2 0 ££ 
D'après (4.13), le taux de dissipation plastique défini en (4.7) devient: 
LTÇÈP) - T:ÈP = [yÇ + on&fe + + = T:È 









r>&=xto. 75 • 2 v % 
où la condition d'incompressibilité du matériau, exprimée par la relation tr(E) = 0, est 
automatiquement satisfaite. 
Les contraintes sont obtenues par les relations inverses de (4.18): 
2kl 
X 
(2èv + èç) 
2k (4.19) 
En introduisant les expressions des contraintes (4.19) dans la fonction d'écoulement (4.17), 
on obtient le critère de von Mises en fonction des taux de déformation plastique; 
/ ( E ) = 2 f 
là (4.20) 
Le multiplicateur plastique X est défini à partir de la relation (4.20) en utilisant la condition 
de plastification/(È) = 1: 
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A = 2fc 
vi 
On définit les vecteurs des composantes du tenseur de contrainte et de déformation par 
les expressions suivantes: 
E=eb + £ c = | £ j 7 , r ^ , y ^ , Ê | | (4.22) 
En se basant sur les résultats (4.19) et (4.21), le taux de dissipation plastique (4.16) peut 
s'exprimer sous la forme suivante: 
e'Vpe 
(423) 
où la matrice D „ est définie par l'expression: 
1 0 0 v2 
0 vi 0 0 
0 0 v4 0 
^2 0 0 1 
(424) 
La dissipation plastique totale est obtenue par l'intégration de l'expression (4.23) sur tout 
le domaine V: 
W> = I EP(e)dv = 2kv S (s^s^dv 
v V 
avec 
h dV= (R-acos<p)d0ad<p~dt • 
La relation déformation-déplacement des coudes, décrites par l'expression (3.40), permet 
d'obtenir la forme discrétisée de la dissipation plastique: 
W = 2kvi (eTñpef1dV= 2 2kvS l(Bqe)TDpBqe]vidVe 
V e 
(425) 
avec <k = L eq et la matrice de localisation. 
La puissance des efforts extérieurs prend la forme suivante: 
(426) 
où N est la matrice des fonctions d'interpolations du champ de vitesse u . 
Le minimum du multiplicateur de la charge limite a* est atteint quand: 
• l^(q)"«X(q)] = o-dq 
(427) 
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U expression précédente permet de définir le gradient de la dissipation plastique G par 
l'expression suivante; 
r dW v „ { ( B L ^ V j + 0 («"> G
 = T " = 2 J , - y , -dV. = a, g" 
« Ve [(B%f D ^ ] 1 4 
où g 0 = ^ = 2 V (NL*)Tb° ^  + Sr (NL e) Ta° <ff,.. 
On constate que la fonction de dissipation plastique à minimiser est non linéaire et non 
différentiable sur les points où le taux de déformation plastique est nul: 
£ = Bqg = 0 
Par conséquent, le gradient de la dissipation plastique (4.28) est indéterminé pour ces 
régions. Ce fait remarqué par Casciaro [15.], Morelle[68.], etc.. restreint l'utilisation de la 
formulation cinématique basée sur le critère d'écoulement plastique de von Mises. 
Les codes de programmation mathématique non linéaire n'exigeant pas le gradient de la 
fonction objectif font l'objet actuellement de recherches et sont encore très rares sur le 
marché [107.]. 
Dans ce contexte, on peut paradoxalement mentionner les bons résultats obtenus par 
Nguyen Dang [76.] dans le cas des coques axisymétriques (coniques, sphériques et tori-
ques). En réalité, une analyse des champs taux de déformation obtenus montre qu'il s'agit 
bien de champs qui s'annulent nulle part dans la structure. 
Deux méthodes peuvent être envisagées pour éviter l'indétermination du gradient, soit la 
linéarisation de la dissipation plastique, soit la régularisation de la fonction de dissipation. 
La linéarisation de la dissipation plastique est obtenue par l'utilisation d'une fonction 
d'écoulement linéarisée par morceau. Par conséquent, le problème de programmation 
mathématique à résoudre est réduit à un problème à objectif et contraintes linéaires. 
La régularisation de la fonction de dissipation consiste à la remplacer par une fonction 
semblable qui ne présente plus les problèmes de différentiabilité. Normalement, on la 
choisit dépendante d'un certain paramètre qui la fait tendre vers la fonction originale. 
2.2.2. Linéarisation de la dissipation plastique. 
La linéarisation de l'hypervolume de von Mises est réalisée par un prisme à 14 facettes qui 
coïncide avec l'hexagone de Tresca dans le plan , o£ et exprimée par la relation: 
N T a - h < 0 ( 4 - 2 9 ) 
r " i T 
avec: N = N + N_ 
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Nl=NÏ 
et où N+ est défini dans l'annexe A.18. 
Trois conséquences principales découlent 
de cette linéarisation: 
Figure 4 3 
i. Pour le critère de von Mises, l'in- Critère de von Mises linéarisé dans le plan 
compressibilité de la zone plastifiée est °n->°l" 
automatiquement satisfaite, par contre 
dans le cas du critère approché (linéari-
sé) cette condition sera remplie uniquement avec un nombre infini d'hyperplans. 
ii. Si le critère linéarisé est inscrit dans celui de von Mises, le multiplicateur de charge ai-
correspondant sera plus petit que le multiplicateur de charge limite ai exact et n'est plus 
une borne supérieure. 
iii. Si le critère linéarisé est circonscrit à celui de von Mises, le multiplicateur de charge 
ac correspondant sera plus grand que le multiplicateur de charge limite ai exact et dans 
ce cas il constitue encore une borne supérieure. 
La matrice N définie en (4.29) représente la matrice des gradients de la surface de la 
fonction d'écoulement linéarisée. Par conséquent, le taux de déformation plastique est 
approché par la relation: 
(430) 
da 
avec N = [ N J , N 2 , . . . , N / 
Â = Î A 1 , A 2 , . . . Ï A J t l & 0 
où k est le nombre d'hyperplans de l'hypervolume et X le multiplicateur plastique. 
La relation de complémentarité définie en (4.2) prend la forme suivante: 
kT(NTo - h) - 0 (431) 
Utilisant le théorème des bornes supérieures (4.14) et les relations (4.29) et (4.28) on peut 
formuler le problème linéarisé par les relations suivantes: 
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avec 
v 
We = Jvb°.ûdV + J r t0.ùdrt > 0 
A > 0 (433) 
Cette formulation permet d'éviter la non différentiabilité de la dissipation plastique. Dans 
le cadre de la programmation mathématique, le problème peut être résolu par un algo-
rithme du simplexe au prix d'une augmentation non négligeable du nombre des variables. 
On doit encore faire face, non seulement au problème de discrétisation du multiplicateur 
plastique, qui est une fonction positive en tout point, mais aussi au problème de compati-
bilité posé par la relation (4.33) entre le champ de déplacement ù et le champ du 
multiplicateur plastique A [68.]. 
2.2.3. Régularisation de la dissipation plastique. 
U n e première possibilité pour régulariser la dissipation plastique consiste à utiliser un 
matériau viscoplastique parfait avec une fonction de dissipation viscoplastique qui à la 
limite tend vers la vraie fonction de dissipation plastique. Cette méthode a été utilisée par 
plusieurs auteurs[40.],[105.]. 
La fonctionelle exponentielle choisie est du type (2.39): 
avec Dp défini en (4.24). 
n = ! 0 0 (infini) 
/ n = 1 0 
E 
- 1 . 4 
- 1 - 0 . 6 - 0 . 2 0 2 0.6 1.4 
Figure 4.4 
Variation de la dissipation viscoplastique avec n. 
O n constate que quand le paramètre n tend vers l'infini la fonction tend vers la dissipation 
plastique: 
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EP(E ) = l i m i t e ) = (É:DpÈ)^ 
Cette fonction a l'avantage d'être différentiable partout à condition que la limite ne soit 
pas atteinte: 
G(Z)^) = — ? - = \ (E:D E ) 2« 
du 1 y au 
1 3 (Ê:D D É) B Í 4 - 3 5 ) 
On peut obtenir sans difficulté à partir de (4.1), (4.7) et (4.8) que l'énergie complémentaire 
correspondante s'annule à la limite: 
i . _ . n + 1 (436) 
PT(i7) = l im^T(E:DpE) 7n = 0 
n n a + - nombre d'itéra-tions 
+ F 
n a nombre d'itéra-tions u- U 1 . 
1 3.7787 x l O " 2 2 2 . 4 5 3 7 X 1 0 " 4 7 
10 6 . 4 3 0 6 X 1 0 " 1 8 2 3 1 3 3 X 1 0 " 2 97 
100 8 . 7 5 8 8 X 1 0 " 1 7 * 6 . 9 7 0 l x l 0 " 2 43 
1000 9 . 0 3 7 5 X 1 0 " 1 8 * 7 . 2 6 4 2 X 1 0 " 2 25 
10000 9 . 0 6 5 8 X 1 0 " 1 7 * 7 . 2 9 5 0 x l 0 ~ 2 24 
oo 9 . 0 6 9 0 X 1 0 " 1 1 * 7 . 3 2 6 9 x l 0 ~ 2 11 
Légende: 
* : gradient réduit est grand - solution n'est pas réelment un optimum. 
Tableau 4.1 
Multiplicateurs de charge. 
Si la fonction choisie a un bon comportement du point de vue théorique, les essais 
numériques ont montré sa faiblesse. Les exemples présentés dans le tableau ci-dessus 
illustrent bien le problème. Il s'agit d'un cylindre où l'une des extrémités est fixée et l'autre 
chargée. 
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La deuxième colonne du tableau présente la variation de la charge limite d'un cylindre en 
traction en fonction de l'exposant n de la dissipation plastique. Dans ce cas, le problème 
du taux de déformation nulle ne se pose pas car la plastification a lieu en tout point du 
domaine. On constate que pour des valeurs de n > 1000 les erreurs sont en-dessous de 1%. 
Aucun problème de convergence n'a été noté. 
La quatrième colonne présente la variation des charges limites pour un cylindre en flexion. 
Le mécanisme de ruine indique l'existence d'une rotule plastique localisée sur l'extrémité 
fixée. Dans ce cas, on prévoit la formation d'une région plastifiée proche de la fixation. 
Pour des régions assez éloignées de cette fixation le taux de déformation est nulle et des 
problèmes d'indétermination peuvent se poser. 
L'examen des résultats numériques montre que la charge limite approchée tend vers la 
vraie charge limite quand n est suffisamment grand (n> 1000). Le fait que cette fonction 
choisie présente des problèmes de convergence à partir de n > 100 indique que cette 
régularisation n'est pas suffisante. 
Une deuxième possibilité pour régulariser la fonction dissipation est d'utiliser l'énergie 
des taux de déformation viscoplastique avec un matériau fictif où le module de Young tend 
vers l'infini. 
Nous illustrons d'abord cette régularisation pour le cas unidimensionnel. Le taux d'énergie 
de déformation viscoplastique parfaite est exprimée par la relation (Figure 4.5): 
a 
Figure 4.5 
Dissipation viscoélastique linéaire parfaitement plastique. 
(437) 
où les taux de déformation plastique sont définis par les expressions suivantes: 
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< 0 Û o=-op 
Les taux de déformations plastiques peuvent se mettre en fonction des taux de déforma-
tions totales par la relation ci-dessous (Figure 4.5): 
^ m - ^ - f î r d * ! - ^ ) ( 4 3 9 ) 
où < . > représentela distribution de Heaviside: 
< | ê | -Ep> = l si ( | é | -ep)>0 




La région visqueuse est représentée géométriquement sur la Figure 4.6 par la courbe en 
pointillé dans le domaine [0,ep]. La région plastique est représentée par la droite tangen-
tielle à la courbe visqueuse au point Ep (limite d'écoulement plastique) et définie dans la 
région [Ep,oo]. 
Utilisant les relations précédentes, la dissipation viscoélastique parfaitement plastique 
prend la forme: 






E = i n f L n i S 
/ • " E = 5 0 
4 . 
\ 2 




- 1 \ - 0 . 5 
- 2 -
\ - 4 . 
/ 0.5 / 
\ 
1 • l . 5 -
Figure 4.6 
Dissipation viscoélastique linéaire parfaitement plastique. 
On constate que quand le module de Young tend vers l'infini cette énergie se confond avec 
la dissipation plastique d'un matériau rigide plastique (Figure 4.6). 
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\imU(è) = op\è\ =lf(è). 
£"•*<» 
Par la suite, on présente l'extension de cette méthode au cas des coudes. On suppose 
d'abord que le taux de déformation est decomposable en une partie visqueuse linéaire et 
une autre plastique: 
Ê = Ê v + Èp. <4*42> 
L'expression de la dissipation viscoélastique parfaitement plastique est mise alors sous la 
forme: 
U(È) = \ S V [ Ê : D È - ÊPIDÊP] dV 
(4.43) 
avec D = 2fi\l + A( I®I) . t 4* 4 4) 
Les tenseurs déviateurs des contraintes et des taux de déformation sont exprimés par les 
relations suivantes: 
s = devÇT) = T - | tr(T)l => T - s + sml (4'45) 
e = dev(È) = Ê - | fr(È)I * Ê = e + y l . 
La décomposition définie par la relation (4.42), entraîne la même conséquence pour le 
tenseur déviateur taux de déformation: 
e = ev + iP, «•*> 
e 
Comme les taux de déformation plastique s'effectuent sans changement de volume, on a: 
4 = 0. <4-47> 
La substitution des relations (4.45) et (4.46) dans l'expression (2.7), permet d'obtenir les 
relations constitutives explicitées suivantes: 
. -v S ^ » (4.48) 
_, 'v ' _ £™ _ y 
sm - M m ^ e m £ e w 
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L'énergie de déformation (4.43) devient alors: 
(3A + %Q _ E 
(4.49) 
avec ^ c 3 3 ( l -2v) ' 
Le seuil de plasticité défini par la fonction d'écoulement de von Mises peut être représenté 
sous la forme normalisée: 
F ( s ) = / ( s ) - l , (4.50) 
Où et ^ tr-
ouant à la déformation plastique, elle obéit à la règle de normalité classique: 
où A est le multiplicateur plastique. 
(4.51) 
(4-52) 
La relation contrainte-déformation totale est obtenue à partir des équations (4.46) et 
(4.48) : 
s = 2p (e - êP) = tye - 2p 
7kl 
(4.53) 
avec 2(1+v) ' 
La substitution de la relation (4.53) dans le critère d'écoulement de von Mises (4.50) 
permet de trouver l'expression suivante: 
F(s) = f 2iL 
1+4 
J2(e)n - i s o (4.54) 
En imposant F(s) = 0, on obtient directement le multiplicateur plastique A: 
* 3 " A = 2&v j>2(e) 
(4.55) 
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Cette relation nous permet de définir un critère de plasticité exprimé en fonction des 
variables duales (le tenseur déviateur des taux de déformation totale): 
V(é) = v(è) - 1, i 4 M 
avec v(e) = y J^f1 et eP = 2p' 
L'introduction de la relation (4.55) dans l'expression (4.53) donne une relation entre le 
tenseur déviateur des contraintes et le tenseur déviateur des déformations totales: 
; (457) 
De même, si on remplace la relation (4.55) dans l'expression (4.51) on obtient une relation 
entre le tenseur déviateur des déformations plastiques et le tenseur déviateur de déforma-
tions totales: 
'* = p2(e) • n n e («») 
1 J&j* 
Ces relations nous permettent d'établir la dissipation viscoélastique parfaitement plastique 
définie en (4.49) uniquement en fonction des déformations totales. Par la suite on va 
préciser cette dissipation pour chaque cas particulier des coques de Kirchhoff-Love. 
Les hypothèses simplificatrices établies par Kirchhoff-Love stipulent que les expressions 
(3.45) et (3.46) sont valables. L'introduction de ces expressions dans l'équation constitutive 
du matériau visqueux définie en (2.7) reproduit la relation (3.48). La composante sphérique 
du tenseur de déformation visqueuse est alors: 
4 = MÈ; ) + £;; = ^ ( 4
 + £|). <"» 
Si l'on impose l'incompressibilité du tenseur de déformation plastique, on a: 
?m = tr(ÈP ) + El = (£P + if + i f ) = 0. C.60) 
La composante normale de la déformation totale est alors: 
(4.61) 
On constate en (4.48) que quand E-* le matériau tend vers un comportement in-
compressible: 
' /M 
0 , tr(Ev)^0 , v->0.5 < 4 ' 6 2 ) 
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ce qui implique: 
Le tenseur déviateur des déformations se présente alors sous la forme: 









- ( ¿ , + ¿ 1 ) 
Le second invariant de ce tenseur est calculé par les relations: 
/ 2 (e) = |(e:e) = \ (E:E) - \em 4(È:E) (4.63) 
ou encore sous la forme de ses composantes: 
/ 2 (e) = 
(4.64) 
Dans le cas du matériau fictif défini auparavant mais avec maintenant des simplifications 
concernant la théorie des coques, la dissipation viscoélastique parfaitement plastique 
(4.49) devient: 
/7(e) - lv 2jU2(*W si 
si 
hi*?1 - ep < 0 , 
> 0. 
(4.65) 
En utilisant la relation déformation-déplacement définie en (3.40) on obtient après discré-
tisation en éléments finis: 
J2(e) = e'Dpe = (BqeyDpBqe, («6) 
où Dp est une matrice définie en (4.24). 
Le problème d'analyse limite sous la forme de programmation mathématique est exprimé 
sous la forme régularisé par: 
ai = m i n a / a* = /7(e) 
avec la contrainte g.q = 1 
(4.67) 
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Le comportement rigide plastique est finalement retrouvé quand on fait tendre le module de 
Young vers l'infini: 
Cette régularisation comporte certains avantages par rapport à la précédente. L'observa-
tion de son gradient défini par l'expression (4.68) permet de conclure qu'il existe une 
séparation entre les régions "rigides" (déformation plastique nulle) et les régions défor-
mables. Pour les dernières régions, le gradient conserve la même pente que pour les 
matériaux rigides plastiques. Ceci doit pouvoir permettre d'obtenir des bonnes charges 
limites avec des valeurs du module de Young assez petites. 
On doit encore constater que la présente méthode fournit un multiplicateur de charge plus 
petit que la vraie borne supérieure a*. La qualité de cette borne était déjà compromise 
par l'utilisation prévue de l'intégration numérique dans le calcul de la dissipation plastique 
et de son gradient. 
Un problème supplémentaire apparaît dans ces conditions, c'est celui de la détermination 
du module de Young. 
2.2.4. Choix du module de Young. 
Le choix du module de Young fictif est primordial soit pour l'obtention d'une borne proche 
de la vraie borne supérieure soit pour accélérer la convergence du schéma numérique de 
programmation mathématique. L'utilisation d'un module de Young trop faible conduit à 
des valeurs conservatrices de la charge limite mais trop éloignées de la réalité rigide 
plastique tandis qu'un module trop élevé conduit à une convergence trop lente voire 
divergence. 
Ces observations sont mises en évidence à la figure 4.7 pour le cas d'un coude en flexion 
constante dans le plan. On y présente la variation du moment plastique et de la dissipation 
viscoélastique parfaitement plastique (V.E.P.P.) en fonction de la variation du module de 
Young. 
E -* <» 
If (e) = \im U(e) = 2kvJ2(e) 
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Variation du Moment Plastique et de la 
DISSIPATION V.E.P.P. AVEC LOG(E) 
800 - i — — — 
Figure 4.7 : 
Variation du moment plastique et de la dissipation V.E.P.P. d'un coude avecE. 
On constate que la charge limite et le taux d'énergie de déformation calculé au pas initial 
tendent vers une valeur stable au fur et à mesure que le module de Young s'accroit. Si ce 
comportement se maintient pour un large éventail de structures, la valeur du module de 
Young correspondante à une stabilité de la charge limite est en revanche assez différente. 
Pour éviter la perte de temps de la recherche du module de Young à chaque nouveau 
problème, on adopte une méthode automatique basée sur l'augmentation progressive du 
module de Young jusqu'à une valeur stable de la dissipation viscoélastique parfaitement 
plastique. Elle est réalisée uniquement dans la première itération du processus d'optimi-
sation et peut être résumé par le schéma présenté sur la figure (4.8). 
_ 1 
— - £ W + 1 = £ " X 1 0 
AU < toi -* E = ÉX 
— 
Figure 4.8 
Schéma de calcul du module de Young. 
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Le fait d'effectuer le calcul uniquement au début du processus de programmation mathé-
matique rend la méthode de recherche optimale du module de Young très peu coûteuse. 
Plusieurs exemples d'utilisation de cette procédure sont présentés dans le chapitre des 
résultats numériques. Il faut encore souligner que la présente méthode permet l'utilisation 
de nombreuses méthodes cinématiques non linéaires déjà formulées théoriquement. 
2 3 . Principes variationnels hybrides. 
L'utilisation d'un principe variationnel hybride à deux champs permet de calculer un 
multiplicateur de charge qui approche le vrai multiplicateur de la charge limite at. Ce 
multiplicateur ne représente ni la borne supérieure, ni celle inférieure mais à l'avantage 
de présenter une convergence plus rapide. 
Parmi les principes variationnels hybrides deux se distinguent, l'hybride de déplacement 
et l'hybride de contrainte. Le premier est fondé sur la définition d'un champ de vitesse 
compatible à l'intérieur du domaine V et un champ de contrainte en équilibre externe en 
T. Le deuxième est basé sur la définition d'un champ de contrainte satisfaisant l'équilibre 
interne et un champ de vitesse satisfaisant les conditions aux hmites 
Le choix d'un des principes définis auparavant est directement lié au choix des champs 
utilisés pour la description du problème. L'exigence que le champ de contrainte soit 
statiquement admissible rend difficile l'utilisation des principes hybrides de déplacement 
dans le cas des coques. L'autre principe par contre, utilisant un champ de contrainte 
statiquement admissible uniquement à l'intérieur du domaine est envisageable et est 
présenté au chapitre 6. 
3. Charges variables. 
La plupart des concepteurs de structure doivent faire face à des structures soumises à des 
charges variables définies dans des domaines de variation où l'on ne connaît pas à priori le 
chemin des charges. Ces domaines de variation des charges peuvent-être explicités sous la 
forme: 
a 
chemin de charge 
Figure 4.9 
Domaine de variation des charges. 
afSL < B < a,b( en V, (4.69) 
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tya_ < a < a/a + en Tt 
où (b°,a°) sont les charges de référence et «/ le multiplicateur du domaine de charge. 
L'expérience a montré qu'une structure soumise à un diagramme de charge variable peut 
à la longue avoir ces quatre comportements suivants: 
i. l'adaptation où la structure soumise à des déformations plastiques issues des premiers 
cycles de charge fini par se comporter élastîquement. Ce comportement est caractérisé 
par une stabilisation de la déformation plastique qui peut être exprimée par la relation: 
lim Èp(x,t) = 0, 
ii. l'accommodation où les incréments de déformation changent de signe a chaque cycle 
de charge de telle façon que les déformations totales restent petites. Ce comportement 
est caractérisé par des déformations plastiques alternées qui conduisent après un certain 
nombre de cycles, à la fatigue oligocyclique aux points les plus sollicités: 
' o + T 
É^(x,r)*0 ;Stp(x,t)dt = Q, 
'o 
iii. le rochet où les incréments de déformation plastique de chaque cycle sont du même 
signe et où après un certain nombre de cycles, la déformation plastique totale atteindra 
des proportions exacerbée qui rendent la structure inutilisable. Ce comportement 
correspond à des déformations plastiques incrémentales exprimées par les relations: 
É P & O ^ O ;!Èp(x,t)dt*0 
<o 
iv. la ruine directe au premier cycle où la structure se transforme en un mécanisme avant 
d'atteindre les limites de charge. Ce comportement est celui correspondant à l'analyse 
limite. 
Il faut encore observer que les phénomènes d'accommodation et de rochet peuvent 
apparaître simultanément, c'est à dire, q'une composante des déformations plastiques se 
comporte en déformation alternée et une autre en déformation incrémentale. 
Si le matériau est un matériau écrouissable, seuls l'adaptation et Paccomrnodation sont 
aperçus. Si l'écrouissage est isotrope et positif, l'adaptation se produit au premier cycle. 
Une mesure de la stabilisation des déformations plastiques peut être exprimée par des 
bornes sur la dissipation plastique (voir [52.]): 
£ 
Wv = / TiÈPdt < o° ou encore max max lim | [EP(x^)]^-1 < 0 0 . 
0 x 'V 
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Plasticité cyclique Plasticité Incrémentale 
Figure 4.10 
L'accommodation et le rochet. 
Cette définition locale pose des problèmes lors de la formulation des théorèmes de 
l'adaptation. Une définition globale est alors proposée par Rychlewsky [cf. 52.]: 
!K, = p J / T:ÉP* < w 0 V 0 
où WQ est une constante matérielle mesurée lors des tests de fatigue cyclique. C'est avec 
cette mesure que le théorème statique d'adaptation a été prouvé mathématiquement. Les 
critères au-dessus sont des approximations du critère de ruine dérivé des données expéri-
mentales. Ces critères assurent la limitation des déplacements et évitent la ruine par 
déformation incrémentale. 
Le problème principal en adaptation est de savoir si oui ou non la structure s'adaptera à 
un certain niveau de charge. La résolution pas-à-pas peut en principe être utilisée mais 
l'infinité des chemins des charges la rend très coûteuse. C'est pour cela que des méthodes 
directes ont été développées afin de prévoir sous quel multiplicateur de charge la structure 
s'adaptera et ce sans calculer les déformations finies. 
La théorie classique d'adaptation est en quelque sorte une généralisation de l'analyse limite 
avec les hypothèses suivantes: 
\, le matériau est élastique parfaitement plastique, stable au sens de Drucker, 
ii. les déformations et les déplacements sont petits, 
iii. les charges varient lentement autrement dit le processus de charge est quasi-statique. 
Les expériences réalisées au laboratoire permettent les observations suivantes en ce qui 
concerne l'adaptation plastique [52.]: 
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i. Les charges d'adaptation obtenues par ces essais sont en bonne concordance avec la 
théorie même si le plateau plastique de la courbe contrainte-déformation est assezpetit. 
On explique ce fait par les raisons suivantes. Comme le domaine plastifié est très limité 
l'influence de l'écrouissage est faible. D'autre part le fait que la charge expérimentale 
soit en général légèrement plus élevée que celle obtenue par la voie théorique peut être 
attribué à l'influence du durcissement du matériau durant le processus de déformation 
plastique. 
ii. La stabilisation des déformations permanentes est fréquemment plus lente que celle 
prédite par la théorie. Ce comportement est lié à la variation de la relation contrainte-
déformation à chaque cycle et qui finit par se stabiliser après un certain nombre de 
cycles. 
iii. Les chemins de charge non-périodiques contenus dans les mêmes limites que les 
charges périodiques produisent les mêmes facteurs de sécurité à l'inadaptation. Par 
contre, les déplacements permanents semblent bien être dépendants du chemin de 
charge. 
Deux théorèmes célèbres, l'un cinématique et l'autre statique, ont été proposées pour le 
calcul du domaine limite d'adaptation plastique. L'utilisation d'un élément de déplacement 
défini au chapitre précédent suggère l'utilisation du théorème cinématique d'adaptation, 
explicité en dessous: 
3.1. Théorème statique de Bleich-Melan. 
Les états d'adaptation et inadaptation des structures soumises à des chargements variables 
ont été présentés par Bleich-Melan et Koiter [50.] au moyen d'un théorème qui prend 
compte uniquement de l'état final de la structure. Ceci permet d'utiliser une méthode de 
calcul directe indépendante, par conséquent, de l'histoire du chargement. Ce théorème 
peut être exprimé par les énoncés: 
"Une structure s'adaptera s'il existe un champ de contrainte résiduel indépendant du temps 
tel que: 
pour tout point appartenant àV et tout instant t de la mise en charge" 
"Une structure ne s'adaptera pas s'il n'est pas possible d'obtenir un champ résiduel 
indépendant du temps tel que : 
FçjE + jR^ > 0„ 
pour tout point appartenant à Vet tout instant tdela mise en charge." 
Le théorème d'adaptation peut se mettre sous la forme de programmation mathématique 
par les relations suivantes: 
(4.70) 
ai = max 
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avec FfafT^ + T*) < 0 (4-7I> 
Le tenseur des contraintes purement élastiques T^0 est fonction du chargement et doit 
satisfaire les relations (2.36). Le tenseur des contraintes résiduelles indépendantes du 
temps doit vérifier les équations (2.35). F(.) est la fonction d'écoulement plastique de 
von Mises. Comme dans le cas de l'analyse limite, l'application de ce théorème est difficile 
d'exécution principalement dans le cas des coques où la tâche de construire un champ de 
contrainte statiquement admissible n'est pas aisée. On préférera dans ce cas utiliser la 
formulation hybride de contrainte définit au chapitre 6 où Ton doit construire uniquement 
un champ de contrainte en équilibre interne. 
3 .2 .Théorème c inémat ique de Koiter . 
Le théorème cinématique de Koiter appliqué au milieux continus permettent de définir 
une limite entre l'état d'adaptation et d'inadaptation de la structure. II est énoncé par la 
négation de la manière suivante: 
"Une structure ne s'adaptera pas si pour un certain chemin de charge contenu dans le 
domaine de charge, la relation: 
T r 
f(fKùdV+fâ.ùaT)dt > f f D(t?)dVdt 
o v r t O K 
est satisfaite pour toute déformation compatible dans le sens de Koiter; 
T 
AEP = } ËPfa 
o 
La définition de l'adaptation découle directement de ce théorème: 
Une structure s'adaptera à un certain domaine de charge s'il existe un nombre ai > 1 tel 
que: 
T T 
af I (S b°.ùdV + f a°.ûdr)dt < / / D(Èp)dVdt 
o v r t o v 
Utilisant la définition (2.32) des contraintes purement élastiques et celle du principe des 
puissances virtuelles, les efforts extérieurs peuvent s'exprimer par la relation: 
We = afj^iBpdY^ atSlEo:{^&^^)dV=atS^0:^rVR+^p)dV 
V V V 
v 
où T^ 0 est le champ de contrainte purement élastique correspondant au chargement de 
référence. 
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Le théorème de Koiter peut alors être énoncé par les relations: 
at I/l^'MPdVdt sISD(EP)dVdt 
OK 0 V 
T 
avec AZp = !iPdt. 
o 
La difficulté d'appliquer ce théorème est due à l'intégration temporelle des variables où 
on ne connaît ni la direction ni le module. Pour le processus de déformation incrémentale 
König [52.] a fait une hypothèse plausible selon laquelle les incréments de déformation 
cinématiquement admissibles s'accroissent de façon proportionnelle et monotone telle 
que: 
ÈP(Xt) = Â(v)AEp(x) 
avec Â(x,0 > 0 A(x,0) = 0 et A(x,T) = 1 
Dans le cas de la plasticité alternée, le taux de déformation plastique E^ dans un certain 
intervalle de temps [0,T] est tel que l'incrément de déformation plastique AE^sur cette 
période est nulle: 
o 
C'est cette variété de comportement qui conduit König [52.] à distinguer deux cas de critère 
comme exposé dans la suite sous une forme succincte. 
3.2.1. Critère de ruine incrémentale. 
Utilisant le théorème de Koiter et les relations qui caractérisent le comportement incré-
mental on obtient: 
T T 
af 11 TEo(^t):A{xit)AKP{%)dVdt < J I D{k{\t)AEp)dVdt. 
0 V OK 
De la propriété d'homogénéité d'ordre 1 de la fonction de dissipation plastique, le terme 
de droite de l'expression précédente prend la forme: 
T T 
I D(À(x,0AE^)dî = D{AW)S \{xfydt =D(AE?) . 
0 0 
L'obtention du plus petit multiplicateur de charge af est réalisée par l'obtention du 
maximum de la dissipation externe. Ceci est atteint quand on choisit A(v) * 0 à tout 
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instant que le produit T £ ' 0(x^):AEP(x) assume sa valeur maximale. Si on note la contrainte 
à cet instant comme étant T(x) alors on peut écrire: 
fTEo(x,t):Afrt)AEp(x)dt = T(x):AEp(x) = m a x T ^ x ^ A E ^ x ) . 
La condition de sécurité vis-à-vis de la ruine incrémentale est donnée par la relation: 
afT(x):AEp(x)dV < î D(AEp(x))dV. 
v v 
Dans le cas du domaine de charge de forme d'un hyperpolyèdre défini par l 'expression: 
« (4.74) 
avec yk < yk{t) < yk et où n est le nombre des charges indépendantes, alors la dissipation 
externe prend sa forme plus simple du point de vue du calcul numérique: 
T n n _ (4 75) 
W
€
 = / 2 T%°(x):k(x,t)AKP(x)dt = 2 ykT%°(x):AEp(x) 
0*=1 k-1 
avec: yk = y* si Tf°(x):AEp(x) < 0 , 
= yt si Tf°(x):AEp(x) > 0. 
Le critère de ruine incrémental peut être mis sous la forme particulière de la programma-
tion mathématique: 
at = min af , a , + = jyD{AEp)dV 
n _ 
avec la restriction / 2 r*1*" ° : A e P àV - 1, 
où est défini par la relation précédente. 
Pour la même raison exposée en (2.2.1.) on substitue la dissipation plastique par l 'énergie 
de déformation du matériau viscoélastique parfaitement plastique fictif défini par la 
relation (4.65). Ceci nous permet de transformer le problème précèdent en un prob lème 
équivalent: 
a{ = min at , at = Sv U(Ae)dV <4-76> 
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avec la restriction Jv £ ykT%°:Ae dV = 1, 
où Ae est le déviateur du tenseur de déformation AEP. 
3.2.2. Critère de plasticité alternée. 
Introduisant les déformations plastiques précisées par l'expression (4.73) dans la condition 
de sécurité vis-à-vis du comportement alterné défini par la relation (4.72), on obtient: 
a% ilTrO-JëPdVdt < !!D(Ep)dVdt 
OV QV 
T
 • , (4.78) 
avec AEP = S Epdt = 0 et aj(x) > 1. 
o 
En réalité ce processus d'optimisation peut être réalisé en chaque point x séparément selon 
la condition que doit satisfaire l'incrément de déformation dans le cycle de temps. Si on 
définit un multiplicateur a^(x) correspondant à chaque point x de la structure alors le 
multiplicateur global a* vis-à-vis du processus de plasticité alterné est donné par la 
relation: 
a* = nûnaj~(x). 
v 
Le critère peut être mis alors sous la forme: 
1 T 
— x — =max S TE(x,0:E^(x,0^ 
«a (x) o 
T T 
avec fiPdt = 0 et / D{Èp)dt = 1. 
0 o 
L'équation de Lagrange du problème d'optimisation défini auparavant est donné par: 
T 
- ~ = max/ ( " T ^ + <p(D(Êp) - h + rR:Êp]dt 
<*a (x) o L 1 J 
où (p et sont les multiplicateurs de Lagrange indépendants du temps. 
L'équation d'Euler correspondante à la variable de déformation Ep de ce problème est 
obtenue à partir de la stationnarité de la fonctionnelle de Lagrange: 
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Si on remplace dans la fonctionnelle de Lagrange la relation précédente, on obtient: 
1 _ 
La condition (4.78) qui impose le fait que a* (x) doit satisfaire en tout point x exige 
l'inégalité: 
y> > - 1 . 
Utilisant les deux relations précédentes on peut écrire: 
[ T - ( T E + T * } >
 Q E T + ^ S Q ^ 
Le paramètre de Lagrange est associé au champ de contrainte résiduelle indépendant 
du temp. Le critère de sécurité vis-à-vis des déformations alternées est alors énoncé de la 
façon suivante: 
"S'il existe un champ de contrainte ^indépendant du temps qui ajoutant à Venveïoppe des 
contraintes élastiques Ie produit un champ de contrainte ne violant pas la condition de 
plasticité en tout point x, alors la structure est en sécurité vis-à-vis des déformations 
alternées". 
En d'autres termes si le domaine des variations des contraintes peut effectuer une transla-
tion de façon à être contenu dans le domaine élastique de la fonction d'écoulement, alors 
les déformations alternées ne se produisent pas. 
Pour une fonction d'écoulement F paire, comme celle de von Mises, la propriété: 
F ( - T ) = F (T) 
est vérifiée. Dans le cas d'un domaine de charge du type hyperpolyèdre défini par (4.72), 
les contraintes élastiques peuvent être explicitées par une relation du type: 
, o Yk+Yk
 t , c , „ Yk - Yk 
ou yk = ^
 e t
 " 2 ' 
Si on identifie le tenseur à une contrainte indépendante du temps définie par la relation: 
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la condition de sécurité est alors exprimée par: 
+ . 1 (4.79) 
aa ~ min . 
Le multiplicateur de charge d'adaptation est obtenu à partir des inéquations (4.76) et (4.79) 
et présenté sous la forme: 
a,+ = mm(afszï) (4JM>) 
3.23. Formulation de Morelle. 
Par la suite, on considère une méthode déjà formulée par Morelle [68.] et qui paraît 
intéressante du point de vue numérique. Elle a l'avantage de transformer un problème de 
programmation mathématique ayant un objectif et des restrictions non linéaires (4.76) en 
un problème ayant un objectif non linéaire mais des restrictions linéaires. Il est clair que 
cette façon de procéder demande un plus grand nombre de variables. 
Grâce à la méthode de régularisation développée auparavant, le problème de non diffé-
rentiabilité de la fonction dissipation ne se pose plus. 
Cette formulation est fondée sur deux théorèmes. Le premier est celui de l'enveloppe 
convexe du domaine de charge qui peut s'énoncer de la façon suivante: 
"Il y a adaptation plastique pour tout le domaine de charge s'il y a adaptation pour son 
envellope convexe" 
Le deuxième est celui caractérisant les domaines de charge polyédriques: 
"Tout domaine de charge hyperpolyédrique convexe peut être représenté par ses sommets" 
Ces deux théorèmes nous permettent de remplacer n'importe quel cycle de charge contenu 
dans le domaine de charge par un cycle particulièrement sévère passant uniquement par 
les points anguleux du domaine de charge: 
n (4.81) 
«fcO - 2 à(tk)rk(x) 
où n est le nombre de sommets du domaine de charge et Ô(tk) est la fonction de Dirac 
définie par les relations: 
ô(tk) = 1 si t=tk 
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= 0 si t*tk. 
Les contraintes et les déformations issues du cycle de charge sont données par les relations: 
= 2 à(tk)ÈP(x). 
k=l 
La déformation plastique compatible dans le sens de Koiter est exprimée par la relation: 
A E P ( Ï ) = £ ÊgC). 
Le taux de dissipation plastique pour ce cycle de charge est défini par l'expression suivante: 
0 k=l 
Le théorème cinématique de Koiter d'adaptation devient: 
avec la restriction ÀE^*) = 2 E ^ M 
Même si la difficulté de l'intégration temporelle a été surmontée, l'application de cette 
formulation reste encore liée à l'obtention d'un champ de déformation non-cinématique-
ment admissible. Ceci est possible seulement si l'on choisit pour le problème deux champs 
de variables indépendantes (ù,Ef). La difficulté vient du nombre élevé de variables. 
U n e possibilité est de définir un champ taux de déformation avec un certain degré 
d'incompatibilité. On suppose pour cela que les taux de déformations dérivent d'un champ 
de déplacement défini uniquement à l'intérieur de l'élément sans remplir les conditions 
limites d'interface. C'est seulement après le cycle de charge complet que ce champ de 
vitesse satisfait les conditions limites et s'identifie au champ de vitesse compatible. Utili-
sant la discrétisation en éléments finis définie au paragraphe 5 du chapitre 3 on a: 
2 ( i + )* = 2 ( % + i ) * en I\-
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2q£ = 0 en IV 
où T(- est l'interface entre les élé-
ments et Tu est le contour où les vi-
tesses sont imposées nulles. 
Définissant le champ des vitesses 
Aq compatibles dans le sens de Koi-
ter par la relation suivante: 
k=l 
Figure 4.11 
Incompatibilité du champ de vitesse. 
le champ taux de déformation devient: 
4 = 
avec ^ = 2 4 = 2 B<£ = BS '4 = B(LeAq). 
k=l k=l * = 1 
Le théorème de Koiter prend alors une forme plus accessible à l'implantation numérique: 
n n (4.82) 
4 2 2 Sv4°4 dve = 2 2 S' Dfà dve 
e k=l e e k=l e 
avec: L,Aq = 2 ^ 
k-l 
et Aq = 0 en Tu. 
En vue d'utiliser la programmation mathématique, on écrit: 
at — mm at 
(4.83) 
avec a? = 2 2 SvU($)dVei 
e k=l e 
we = 22$v4°4dv€-i 
e k=l e 
n 
et L eAq = 2 ^ 
k=l 
où e% = Bq£ 
où Aq = 0 e« T w 
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On constate la substitution de la dissipation plastique LfQ par la dissipation viscoélastique 
parfaitement plastique £/(.) pour les mêmes raisons exposées auparavant. 
Pour illustrer ces formulations, on présente à la suite deux exemples simples de l'adaptation 
plastique. Le premier exemple est un cylindre court encastré sur les deux extrémités et 
soumis à une température variable T = [0,1]T0. On suppose d'abord que la déformation 
axiale est nulle: 
E = ee + e* + t? ~ = + a(T-TQ) + fiP = 0 , TQ£T£Tt . 
E 
La contrainte est décomposable en deux termes: 
avec 0e = - ~ (T-TQ) et o* = 
La température qui provoque le début de la plastification Tie est obtenue à partir de la loi 
d'écoulement: 
Ea 
f{a) = \o\ -oy = 0 * \a\ = - — (T1€_Tq) = oy 
Ea 
Le coefficient de sécurité vis-à-vis du comportement d'inadaptation est obtenu par l'appli-
cation du théorème de Melan. Il stipule l'existence d'un champ de contrainte résiduelle 
indépendant du temps tel que: 
- ay < 0 e + < oy 
Ce champ doit satisfaire l'inégalité: 
- ^ S ( ^ 0 ) S ^ + ^;(r-r0) 
Le cas extrême est donné par la relation suivante: 
~Fa 
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: - 0 e 
1 ; 
domaine extrême 
^ -* r 
, — | « 1 • • — — — - I • * 
Figure 4.12 
Domaine des variations des contraintes. 
d'où on obtient la température limite d'adaptation: 
2ov (4M) 
r ,< r 0 + ^ ( i - v ) 
Ea 
Si on applique cette relation à un cylindre avec les propriétés géométriques suivantes: 
L = 300cm ; a = 10cm ; A=0.1cw ; £ = 2 . 4 l x ÎO7*/™2 
a = l . ° C _ 1 ; r 0 = 29.0456°C # AT = 0 
on obtient les valeurs présentées sur la première ligne du tableau 4.2 . A la deuxième et 
formulation: Ts{v = 0) T5(y = 0.3) 
(4.84) 41.4937°C 29.0456°C 
Formulation de Morelle 
(Tuyau) 41.2888°C 
28.8393°C 




Limite de température pour Vadaptation de la structure. 
troisième ligne du même tableau on présente les résultats obtenus par les formulations 
(4.83) et (4.79) respectivement. 
On constate que la méthode de Morelle peut détecter le comportement plastique alterné 
au moins pour une distribution de déformation constante sur l'épaisseur. 
Le deuxième exemple est un cylindre libre aux extrémités et soumis à un gradient thermi-
que dans l'épaisseur. Pour ce type de chargement deux comportements peuvent se pro-
duire, soit un comportement incrémental avec la création d'un mécanisme, soit un 
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comportement alterné dans un des feuillets de la coque cylindrique (en général le feuillet 











Mécanisme de ruine d'une coque cylindrique. 
Le comportement incrémental est défini à partir d'un mécanisme du type: 






La déformation plastique obtenue par ce mécanisme est explicitée par les relations: 
\V\ ^Vo 
&ev(ri£) = [ô(i!Q) + ¿(«i/o) + 23(0)]. 
La dissipation plastique totale devient: 




La contrainte thermo-élastique due au gradient thermique dans l'épaisseur est définie par 
l'expression suivante: 
E __ 
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Le travail des forces extérieures est obtenu à partir des relations (4.87) et (4.90): 
avec yk = 0 si (af )k Ac | < 0 
= 1 si (of)fcAfi|>0. 
Les expressions des énergies (4.89) et (4.91) permettent de définir la température d'adap­
tation par le relation: 
Ar=4Ar e (4.92) 
2(l-v)oy 
avec AT. = — = ~. 
Ea 
Le gradient de température correspondant au comportement alterné est obtenu à partir 
des expressions (4.79) et (4.90) et défini par la relation suivante: 
AT=2ATe. (4.93) 
Dans le tableau 4.3 suivant, on présente une comparaison entre les formulations régulari-
méthode: Formulation de Kônig (Tuyau) Formulation de Mo-
relle (Tuyau) 
nombre d'éléments: ai <Xa au aa 
2 1.89 0.80 3.0 
4 1.5416 0.83 
5 * 0.80 1.7958 
6 * 0.80 1.2372 
7 * 0.80 1.2053 
(4.92) et (4.93) 2.0 1.0 1.0 
Légende: 
a\ multiplicateur des charges vis-à-vis du comportement plastique incrémental. 
a a multiplicateur des charges vis-à-vis du comportement plastique alterné. 
pas calculé 
Tableau 43 
Multiplicateurs de charge de la coque cylindrique de la figure (4J3). 
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sées de Kônig définie en (4.76) et (4.79) et celle de Morelle définie en (4.83). 
On constate d'abord l'impossibilité de la formulation (4.83) de représenter le comporte-
ment alterné dans l'épaisseur de la coque si on utilise un champ de déformation selon 
l'hypothèse de Kirchhoff-Love . Dans le cas de l'exemple précédent le comportement 
alterné est défini par une distribution de contrainte de Dirac sur les surfaces supérieures 
et inférieures où les contraintes sont maximales. 
Cette distribution de déformation peut être exprimée par la relation suivante: 
e(tjM) = B07£Ç)i + e3(tjM) 
avec eô = £ ^ t f > ( £ > 5 ( Ç * ) 
et ou <5Q est la distribution de Dirac. 
La dissipation plastique sous la forme discrétisée devient: 
(Bqe+eôyDp(Bqe+Eô) 
La formulation de ce problème peut-être exprimée sous une forme particulière de la 
programmation mathématique: 
a , - m i n a / " , a / = H S ^ 
avec We = 2 £ 5^{K£+ekè)T4°dV = \ 
e k=l 
n 
et M ^ = 2 ^ -
k=l 
Le gradient de la fonction de dissipation plastique est donné par les relations suivantes: 
G = ^ - = DpBqg + Dpeô 
La simple utilisation de quatre points de vérification sur la surface externe et sur la surface 
interne augmente de 32 le nombre de degrés de liberté par section choisie. 
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Dans le cas où est nulle, l'utilisation d'un maillage plus raffiné dans la formulation de 
Morelle permet de converger vers les résultats du comportement plastique alterné mais 
toujours représenté par un mécanisme de ruine (voir tableau 4.3). 
Une autre solution peut être envisagée pour résoudre le problème comme, par exemple, 
celle présenté par Morelle [68.] basée sur la définition d'un champ de déformation 
discontinu sur l'épaisseur de la coque. Cette solution, bien que fiable, accroît énormément 
le nombre des variables rendant la solution très coûteuse. 
Un moyen plus simple et à prix abordable est d'utiliser la formulation de Morelle pour 
détecter le comportement incrémental et la formulation de König pour détecter le compor-
tement plastique alterné. 
A première vue, la formulation de König pour détecter les déformations plastiques 
incrémentales nous paraissait plus intéressante. Le petit nombre des variables à traiter 
jouait en sa faveur. Malheureusement, le fait d'avoir à résoudre un problème ayant la 
fonction objectif et les restrictions non linéaires rend cette formulation d'utilisation 
difficile dans le cadre de la programmation mathématique car beaucoup de problèmes de 
convergence ont surgi comme on peut le voir au tableau 4.3 . C'est en fonction de ces 




Critères en variables généralisées. 
L'utilisation des variables généralisées est très répandue dans l'analyse des coques princi-
palement par la diminution du nombre de variables à traiter. Si pour l'analyse élastique 
indiscutablement elle apporte des avantages, ce n'est pas nécessairement le cas dans le 
domaine de l'analyse limite et de l'adaptation plastique [52., 68., 97.]. Dans ce chapitre, 
nous allons présenter les modifications nécessaires aux formulation développées au cha-
pitre précédent pour l'utilisation d'un critère en variables généralisées. Ce critère dépend 
fondamentalement des hypothèses faites sur la distribution des contraintes dans l'épais-
seur. Nous envisageons ici d'utiliser une hypothèse très simple avec le but d'étudier les 
répercussions qu'elle provoque dans le calcul des charges limites et de l'adaptation 
plastique. 
1. Equation constitutive. 
On suppose que la coque est faite d'un matériau viscoélastique parfaitement plastique et 
que les déformations sont décomposables en une partie plastique et une visqueuse: 
E = Ep + E v <5J> 
Le comportement visqueux linéaire considéré ici est celui défini à partir de la loi de Newton 
présentée en (2.41). Utilisant les composantes du tenseur de contrainte et des taux de 
déformation (3.4) et l'hypothèse simplificatrice de K.L (3.45), on obtient: 
Ev 
avec r = l-v2' 
Le comportement plastique est représenté par la structure défini en (2.28). On envisage 
ici, d'utiliser la fonction seuil de plasticité de von Mises présentée par îa relation (2.30). 
Utilisant l'opérateur de projection orthogonal (3.2), le tenseur déviateur des contraintes 
se décompose suivant la relation: 
s:s = s^s, + Sf(8>n* + n*®s* + s„n*®n* 
avec s, = jrsTt = T r - -^{trït)\2 
et sn = n*.sn - T„ - |(rrT () . 
Le critère de von Mises prend alors la forme: 
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Utilisant les hypothèses simplificatrices de K.L. et les relations (5.3), le critère devient; 
V 
(T, :T, - \tr\) - 1 
2. Variables généralisées. 
On introduit d'abord le concept des efforts généralisés Nt et M, de coque définis par les 
expressions: 
= / T rA~1detAdÇ 
et M , ^ J E T ^ ^ e t A d E . 
avec A défini par l'expression (3.6), 
Si on tient compte des simplifications apportées par la théorie de K-L où l'on estime que 
la coque est assez mince, alors les relations suivantes s'imposent: 
A = I 3 + £Vn* s i 3 ( 
A " 1 = I 3 + 1 (-mVnT ^ I 3 
71 = 1 
et detA = 1 + Ç*r(Vn*) + £2det(Vn*) = 1. 
Les efforts généralisés se présentent alors sous la forme: 
+tâ +Vl (5.4) 
N, = J T^g et M, = / ÇT(dÇ. 
Le champ des taux de déformation E, défini à partir des expressions (3.12) et (3.16) 
peut-être décomposé, dans le cas de la théorie infinitésimale des coques, en composantes 
membrannaire E["et flexionnele E{. Il est exprimé par la relation: 
Ê, = Ê* + ÇÊf <"> 
où Ê{ - wVjî , È?1 - JTVU 0 £ 4- «3Vn* 
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et 
L'utilisation d'une distribution de déformation au long de l'épaisseur permet d'intégrer 
l'expression (5.2) sur l'épaisseur et d'écrire l'équation constitutive sous la forme des 
variables généralisées: 
12 
L'obtention d'un critère en variables généralisées passe par la définition d'une hypothèse 
des distributions des contraintes sur l'épaisseur. Dans un premier temps nous présentons 
un critère en variables généralisées obtenu par une distribution linéaire sur l'épaisseur: 
T r = aop + ysig 
~
ala3 >lK3~ 
avec a = a3a2 y = 7^2 
épaisseur: 
(5.6) 
et où sig(.) est la fonction signe de la cote £: 
Ç = - l pour Ç < 0 
= +1 pour £ > 0 
Intégrant cette relation dans l'épaisseur et utilisant les relations définies en (5.4) on obtient 
pour les composantes de a et y les relations: 
ou 
Mi 
Yi = T7~ Pour i = l,3 
mp 
N^So^^Oph et Mp = {&/%=4 
(5.7) 
sont respectivement l'effort normal et le moment de plastification de la section. 
Un critère f en variables généralisées peut alors être obtenu à partir du critère de von 
Mises par une intégration sur l'épaisseur de la coque: 
(5.8) 
2k;-vi 
C'est en quelque sorte un critère en moyenne sur l'épaisseur où le tenseur de contrainte 
est défini à partir des relations (5.6) et (5.7) par: 
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L'intégration de la relation (5.8) conduit à l'expression: 
(5.9) 
2kn 2km 
avec V3 ' Km yf^ 
•y 
et où (.) est la trace au carré d'un tenseur comme défini dans les notations. 
Définissant encore le tenseur déviateur des efforts généralisés n par la relation: 
»1 I ^ M X , (5-10) 
n = N - y(^rN)I3 
et utilisant l'opérateur de projection orthogonale 71, il vient: 
1 2 2 
n:n = N,:N, - —tr N, = n^n, + nn 
La forme finale du critère d'écoulement plastique en variable généralisée est obtenu en 
remplaçant la relation précédente dans la l'expression (5.9): 




1 1 2 
avec / 2 ( n ) = 2 ( n : n ) = 2^Rt''nt + n^ 
1 1 2 
et J2(m) = - ( m : m ) = ^(m,:m, + mn). 
Ce procédé peut être généralisée à une distribution de contrainte quelconque sur l'épais-
seur, ce qui a d'ailleurs été fait par Iliouchine [41.]. Dans le travail de Robinson [93.] une 
comparaison est faite entre plusieurs distributions possibles de contrainte sur l'épaisseur 
de la coque et les erreurs entraînées. 
Avec le critère d'écoulement plastique établi, il reste à définir la déformation plastique. 
Pour cela, on utilise la loi de normalité qui stipule que les déformations plastiques dérivent 
du critère d'écoulement: 
7kl (5-12) 
d n t 2kl k 
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mn « -trmt = —j-tryg 
La substitution des relations précédentes dans le critère d'écoulement défini en (5.11), 
permet d'expliciter la mesure de déformation plastique X sous la forme: 
A = 2fe + 2fe 
m 
(5.13) 
L'incompressibilité des régions plastiques conduit à une relation entre les composantes 
des déformations plastiques: 
triP = tri? + ê„ = 0 -* en = -tri? 
Le multiplicateur plastique (5.13) se présente alors sous la forme: 
A = 2 k%{iP) + k^tf) > 0 (5.14) 
En résumé, la structure de l'équation constitutive en variables généralisées et pour un 
matériau rigide plastique parfait est donné par les relations suivantes: 
xp = rjfm <5-15> 
fD:n = 0 (5-16) 
fn* < « 
fmm = 0 
fm:m<0 
3. Dissipation viscoélastique parfaitement plastique. 
La densité d'énergie de déformation est définie par l'expression suivante: 
U = / E T :dk. 
Dans le cadre des matériaux viscoélastiques parfaitement plastiques deux composantes de 
dissipation se présentent, la composante de la dissipation visqueuse linéaire Dv et la 
composante de la dissipation plastique £ ? : 
et 
Yn = l si A«,m) = 0 et 
= 0 si /*(n,m) < 0 ou 
si /* (n,m) = 0 et 
r#n = i si f(n,m) = 0 et 
= 0 si /*(n,m) < 0 ou 
si /*(n,m) = 0 et 
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Dv = -T:ÊV DP = T:if. 
2 
Utilisant l'opérateur de projection orthogonale nt les expressions précédentes prennent la 
forme; 
Dv = \[T, :Ér + T X + rs.(K)v + 7 ^ ] ( 5 ' 1 7 ) 
et DP - [T, -iPt + T R B ? + Ts.ÇÈZf + ^ ] 
L'utilisation d'un champ de vitesse de K.L. nous permet de négliger certains termes de 
dissipation plastique ou visqueuse face à ses homologues: 
T,:É£ « T , : Ê ; » T ; . ( É ; / , 
TnÉn « T f : È ; pour i^vetp. 
Avec les simplifications proposées par les expressions précédentes les relations (5.17) se 
réduisent à: 
En se basant sur les relations (5.1) et (5.3), il apparaît que l'énergie de déformation totale 
d'une coque de K.L. faite d'un matériau viscoélastique parfaitement plastique s'écrit: 
Q = fz (If + Dv)dZ 
avec ]f = Nt :(èpf + M, :(tftf 
et Z)v = N f : (Ê^ ) v + M f:(È{) v. 
L'incompressibilité des déformations plastiques permet d'exprimer la dissipation plastique 
en fonction des composantes du tenseur déviateur des déformations plastiques et des 
contraintes généralisées: 
DP = [n, + frn,I2] :ef + [m, + *rm,I2] 
Il est à remarquer que Ton a toujours: 
trffîf = tr(iftf = 0. 
Selon la définition des déformations plastiques c? en (5.15), la dissipation plastique prend 
la forme suivante: 
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If = 2 = Â (5.18) 
La dissipation totale pour un matériau viscoélastique parfaitement plastique dans les 
conditions de déformations infinitésimales des coques de K.L. est exprimée finalement par 
la relation: 
U = Dv + yDP <5-19> 
Y = 1 si f(ntmt) = 0 et &h = Q ou /^:m - 0 
y = 0 si /* (nr m,) < 0 ou 
si / ( n ^ ) = 0 et fD:n < 0 et /^:m < 0 
On se rappelé que Lf est défini par l'expression (5.18) et A* sont des constantes défi-
nies respectivement en (2.6) et (3.44). 
4. Matériau viscoélastique parfaitement plastique fictif. 
Comme on l'a vu précédemment, le matériau viscoélastique parfaitement plastique fictif 
est un matériau intermédiaire entre le matériau viscoélastique parfaitement plastique et 
le matériau rigide plastique. C'est un matériau qui nous permet de régulariser la fonction 
dissipation du matériau rigide plastique en la rendant différentiable partout. Il fallait bien 
cela pour l'utilisation des codes de programmation mathématique non-linéaire dans le 
calcul des charges limites par voie cinématique. Le procédé utilisé au chapitre 3 est 
appliqué ici avec des variables généralisées. Pour cela, on impose le coefficient de Poisson 
(v = 0.5): 
E _E 
2(l+v) 3 
X* _ Ev _E 
2
 2{l-v2) 3 
pour que le matériau viscoélastique parfaitement plastique devienne incompressible: 
tri? = trt) + Êvn = 0 (520) 
D'après la décomposition définie en (5.3), on obtient: 
e v = ( É m ) v - | f r ( È m ) v = (È m ) v < 5 - 2 1 ) 
Chapitre 5 Critères CD variables généralisées 
La dissipation visqueuse de ce nouveau matériau est donnée par la relation: 
.3 
Utilisant l'hypothèse (5.21), on constate que les contraintes déviatoriques définies par 
(5.10) deviennent: 
o h3 -v 1.3 
m
"
 = _ 2 |
" Ï 2 % 
Tenant compte des expressions (5.1) et (5.12) de la déformation plastique, les contraintes 
déviatoriques peuvent encore s'écrire sous la forme: 
2fc 
¿ 3 / Î 3 i 
2A:m 
On obtient par conséquent les relations entre les contraintes déviatoriques et les déforma-
tions totales: 
n, = 
2ph • * Î 2 
1 + 1 + 
3î & 
k2 1 ?À- 2 
La substitution de ces expressions dans le critère d'écoulement défini en (5.11), fournit 
l'expression suivante du critère: 
(T)2 = c„2 ef:e, + tr2et + c 
m 
Xt'Xt + tP'Xt 
avec et cm = 7T~*Y 
Cette expression, contraire à celle présentée au chapitre 4 concernant les variables locales, 
ne nous permet pas d'obtenir une relation donnant explicitement la dissipation plastique. 
Page 105 
Chapitre 5 Critères en variables généralisées 
Dans notre cas elle est obtenue par la résolution d'une équation du quatrième ordre définie 
par l'expression: 
ajÂ 4 + a ^ 3 + a^.2+ a£ + a5 = Q 
avec les coefficients: 
(5.22) 
*i=A 2(y) 2 
a4 = 2ti 
3 3 3 
fyX + 4h^k2nk2m + h2k4m - ^ 2 A 2 ( ^ ) 2 [ ^ ( e : e ) + 
hknkm + /• 
3 3 
Ä - ^ f c * [A 2 ~(e:e) + (f^fe) 
û 5 = **** - 2M2[h2kXi(^) + (^)2^}&*)] 
où e:e = e,:er + /A, et %'•% = M r + *>V 
Le fait que le multiplicateur plastique doit satisfaire (5.13) impose qu'il faut choisir celle 
qui est positive et réelle parmi les racines de l'équation (5.22). 
L'obtention du multiplicateur plastique permet de calculer soit les déformations plastiques 
par les expressions suivantes: 
avec kln+fihX 





^ Ï 2 
soit les déformations visqueuses à partir des relations: 
= ( l-dP)e,
 x
Vt = (l-4,)Xi 
soit la dissipation totale définie par l'expression (5.19). 
5. Analyse limite en variables généralisées. 
Le problème d'analyse limite en variables généralisées utilisant la programmation mathé-
matique est posé de la suivante manière (voir (4.14)): 
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ai = min at 
+ • 
a, ,u 
avec la restriction We>\ 
et où 
y - 0 
si / * ( n , , m , ) = 0 
si f(ntymt) < 0 
Le calcul de la fonction seuil de plasticité/*(n,, mt) dépend du multiplicateur plastique A. 
Comme il n'est pas connu avant la résolution de l'équation (5.22), il faut remplacer cette 
fonction par une fonction seuil f (n^ , m^) calculée sur la même structure mais avec un 
matériau purement visqueux: 
V ~ h? -y 
La recherche de la dissipation minimale implique le choix de la plus petite racine positive 
non imaginaire de l'équation (5.22). 
Utilisant l'élément fini défini au chapitre 3, la relation déformation-déplacement peut-être 
mise sous la forme matricielle: 
avec èg = { ( é , ) u ( é , ) 1 2 0 ( è , ) 2 2 (xt)n (&)i2 0 ö ; r ) 2 2 
Bg- \RnBm 
La définition des matrices Dg et D^: 
D ^ _ 0 
0 Dvm 
où Dvn = (1 - cfn)\ 
D g _ 0 
0 DP 
= (1 - ^f5p 
5S, = tfnfÔp 
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et 
2 0 0 1 
0 V2 0 0 
0 0 0 0 
1 0 0 2 
permettent d'écrire la dissipation visqueuse et plastique sous la forme matricielle: 
Dv=fi ( W W * 
Finalement l'analyse limite se réduit à un cas spécial de la programmation mathématique: 
at = mm 
+ 
avec la restriction g.q = 1. 
Le gradient de la fonction objectif est bien défini avec la présente formulation: 
da + 
G = — — = 2 A 
3q e 
OU 
2«(BX ) 7 D V B CL, + y ( B ^ } Pfo* 
est la matrice de localisation de l'élément e 
6. Exemples. 
Dans la suite de l'exposé, on envisage de présenter une comparaison entre les temps de 
calcul (cpu) nécessaires à la formulation en variables locales et à celle en variables 
généralisées pour obtenir le multiplicateur des charges limites. Trois exemples sont pré-
sentés au tableau 5.4. Le premier exemple est celui d'une coque cylindrique encastrée sur 
une extrémité et soumise à une traction sur l'autre. Le deuxième exemple traite la même 
coque de l'exemple précédent mais soumise à une force transversale. Le dernier exemple 
est celui d'un coude soumis lui aussi à une force transversale. 
Deux constatations découlent de ce tableau. La première est que les écarts entre les temps 
de calcul des deux formulations ne sont pas très prononcés. L'utilisation d'un nombre réduit 
de points d'intégration par la formulation en variables généralisées n'a pas amélioré le 
temps de calcul. Ceci est apparemment dû au fait d'avoir à résoudre l'équation (5.22) du 
quatrième ordre à chaque fois qu'un point de la structure plastifie. La deuxième constata-
tion, celle-ci plutôt positive, est que les écarts entre les multiplicateurs de charge sont très 
faibles. Ils varient entre 0 et 3%. 
Le fait que la formulation en variables généralisées ne présente pas un grand avantage par 
rapport à la formulation en variables locales, n'invalide pas son utilisation pour des 
éléments finis développés au départ en variables généralisées (grande majorité des co-
ques). 
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n F . n 1 
u U J F 




x i O cpu(s) a / + x l 0 2 cpu(s) at cpu(s) 
variables locales 
3 x 8 x 1 9.045435 69 3.588780 85 392.415 104 
3 x 8 x 3 9.045435 97 3.588928 169 392.422 218 
variables généralisées 
3 x 8 x 1 9.045435 73 3.587478 110 381.251 133 
3 x 1 2 x 1 — - — - — - — - 392.968 189 
Légende: 
— - : pas calculé. 
Tableau 5.4 
Multiplicateurs de charge. 
Dans cette même formulation, il faut encore mentionner qu'un mauvais choix de norma-
lisation entraîne des effets indésirables dans la solution de l'équation du quatrième ordre 
tel qu'obtenir uniquement des racines imaginaires. Dans la suite du travail, nous avons 
préféré continuer sur la voie de la formulation en variables locales pour trois raisons 
principales: 
i. L a sensibilité numérique de cette formulation n'est pas très prononcée. 
ii. Les écarts entre les temps de calcul des deux formulations sont faibles. 
iii. Les écarts entre le multiplicateur de charge exact et celui obtenu par la formulation en 
variables généralisés peuvent être dans certains cas de structure très prononcés [97.]. 
Pour faire face à ce problème on doit introduire un champ de contrainte pseudo-rési-
duelle en auto-équilibre sur l'épaisseur de la coque [52.,68.]. C e nouveau champ fait 
croître de façon non négligeable le nombre de variables. 
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L'élément hybride de tuyau. 
La difficulté dans le cas des coques de générer un champ de contrainte satisfaisant à la fois 
l'équilibre interne et externe, restreint l'utilisation de la formulation statique à ce genre de 
structure. C'est avec le développement de la formulation hybride de contrainte par Pian et 
Tong [81.,82.] et la formulation hybride de déplacement par Jones et Yamamoto [43. ,117.] 
qu'une nouvelle classe d'éléments finis, à deux champs indépendants apparurent. 
La formulation hybride de contrainte est construite à partir d'un champ de contrainte en 
équilibre à l'intérieur du volume et un champ de déplacement défini au long du contour. 
La formulation hybride de déplacement, par contre, est contruite à partir d'un champ de 
déplacement continu et cinématiquement admissible à l'intérieur et un champ de 
contrainte défini sur les bords de manière à assurer la transmission continue des tractions. 
En général, ces deux formulations précédentes n'ont pas une convergence monotone vers 
la solution. Nguyen Dang [73.] a montré que si les champs définis sur les bords sont 
unisolvants alors la convergence monotone est de nouveau acquise et on peut s'attendre à 
des bornes supérieures d'énergie dans le cas des éléments hybrides de déplacement et à 
des bornes inférieures dans le cas des éléments hybrides de contrainte. 
Les éléments finis dérivant de la formulation hybride de contrainte et utilisant des champs 
de déplacements unisolvants sont nommés éléments de déplacement métis. Ils ont l'avan-
tage d'avoir à discrétiser un champ de déplacement cinématiquement admissible dans tout 
le domaine et un champ de contrainte satisfaisant seulement l'équilibre interne. Ce sont 
exactement les propriétés de convergence et de dualité ainsi que la facilité d'obtenir les 
champs de contrainte en équilibre interne, plus aisé à satisfaire que les champs statique-
ment admissibles, qui les a rendu fameux. 
C'est dans le cas des coques que l'élément métis de déplacement a trouvé son épanouisse-
ment. En réalité, un champ de contraintes généralisées satisfaisant l'équilibre interne 
homogène peut être obtenu par l'application de l'opérateur de Lur'e-Gol'denweizer [79.], 
à un champs u*quelconque de fonctions de contrainte à trois composantes. C'est en 
quelque sorte une généralisation au cas des coques de la bien connue fonction d'Airy de 
l'état plan de contrainte ou des fonctions de Maxwell au cas tridimensionnel. 
1. Fonctions de contrainte. 
L'opérateur de Lur'e et Gol'denweizer, à partir duquel on obtient un champ de contrainte 
satisfaisant l'équilibre interne homogène suivant: 
dfvT = 0 en V 
est défini, dans le cas des contraintes généralisées des coques, par les expressions ci-des-
sous: 
Nx = K22(u*) (6.1) 
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Figure 6.1 Figure 62 
Efforts résultants. Moments résultants. 
N2 = Xii(u*) 
c KT M 2 1 Afl2 „ , , ^ 2 l ( Q „ , , ¿12(0 
S = N12—R- = N2I—R- = Kn(a ) + — ^ — = ^2 l ( u ) + — £ — 
= -L 2 2 (u*) 
M 2 = - L u ( u * ) 
H = Mn + M21 = I [L 1 2 (u') + L 2 1(u*)] 
avec J^- etLy définis dans l'annexe A.4 et u* = (u*,v*,w*) la fonction de contrainte à trois 
champs. 
Les égalités précédentes peuvent être exprimées sous forme matricielle par la relation: 
Og = B*gu (62) 
où og = {NeJ^QflvMeMepflMv}* 





^ - ^ ' 
Me? = Me<p + 
et B*défini dans l'annexe B.3. 
Pour éviter d'utiliser un trop grand nombre de paramètres, le choix des fonctions de 
contrainte u* doit remplir certaines conditions, non nécessaires mais souhaitables: 
i. compatibilité avec les champs de déplacements dans le sens de la relation constitutive. 
ii. être symétrique par rapport aux coordonnées utilisées et posséder des termes cons-
tants. 
iii. bien représenter les efforts extérieurs appliqués. 
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Deux types d'efforts extérieurs peuvent être envisagés dans le cas de l 'élément de tuyau, 
comme on l'a vu précédement (3.18), les efforts appliqués sur Taxe du tuyau et ceux 
appliqués directement sur la coque. Les efforts extérieurs appliqués sur l'axe du tuyau sont 
donnés par les expressions: 
7JZ 
Fr = aj Ngd<p 
o 
2JI 
Fs = aS (~Psin<p+Qcos<p)d<p 
0 
Ft = aj (Pcos<p+Qsin(p)d(p 
o 
Mr = aJPd<p 
0 
(63) 
Figure 6 3 
Efforts de bords du tuyaux. 
TJI 
Ms = af (Mß+aNy) sin<pd<p 
2JI 
0 
où P et Q sont les efforts de bords de la théorie de Kirchhoff-Love donnés par les 
expressions: 
P = (N t + Vn*M,)n.s 
Q = Nns+Mmjg 
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Le contour d'un coude est caractérisé par un bord où la coordonnée 6 - cte. Les vecteurs 
normal n et tangentiel s à ce contour sont définis par les composantes: 
n r = ( l , 0 ) et s r = ( 0 , l ) 
d'où on obtient: 
En se basant sur les fonctions utilisées par Whatham [131.] lors du calcul des contraintes 
dans les coudes, on utilise les fonctions de contraintes définies par: 
00 Q 
u = (a1+a2cos<p+a3)sm<p)<p + 2 (usn(9)cosn<p+u^(d)smn<p) 
71=0 
v* = (a4+a5cos<p+a6sin<p)<p + 2 (v£(0)sinn^+v£(0)cosnp) 
n=0 
00 
w* — (a 7 +a 8 cos^+a9sin^)^ + 2 (wsn(0)cosn(p+w^(S)smn(p) 
L'introduction des fonctions des contraintes précédentes dans les relations (6.2) et (6.3) et 
les intégrales définies ci-dessous: 
^ 2 ^ 2 i 6 S ) S cos n<pd<p — S sin n<pd<p = n 
0 0 
TJI TJI 
/ #>cos n<pd<p = S <psin n<pd(p = n 
0 0 
TJI 
f sirw<pco$n<pd(p = 0 
0 
TJI 
f <psuw<pcosntpd<p = —n 
0 
TJI 
f <pcosn<pd<p = 0 
0 
TJI 
S (psirm(pd<p - -2JT 
0 
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Pf = — ( « 4 + « 5 ~ a 9 ) 
s
 a J 
rr ^ 
^ = ^ 2 
Mr = -2jr(a 1 +ct 2 ) 
M 5 - -2jr(o: 7 +a 8 ) 
Àf, = ~2jta9 
La substitution des fonctions de contrainte défini en (6.4) dans l'opérateur défini en (6.2) 
permet de définir la relation contrainte généralisée Og-fonction de contrainte b sous la 
forme: 
(6.7) og = Eu1b 
\ # 0 ... BJ B? ... B* 
b = { a b* ... b< b\ ... b« 
avec BbT = 
où B a , Bjj, B^ sont définis dans l'annexe B.5 et B.7 et B.8. Le vecteur a rassemble tous les 
paramètres définis pour représenter les efforts de poutre, b£ , b£ les paramètres symétri-
ques et antisymétriques correspondants à la série de Fourier pour représenter les efforts 
de coque. 
Le champ de contrainte (6.7) est un champ solution de l'équation d'équilibre interne 
homogène. Pour obtenir le champ de contrainte satisfaisant l'équilibre interne, exigé par 
la formulation hybride de contrainte, il suffit d'ajouter a ce champ une solution particulière 
de l'équation d'équilibre interne. On obtient: 
og = hb7b + Bcjc (6*) 
où Bj< est un champ de contrainte solution de l'équilibre interne. 
On présentera ici le champ de contrainte particulier pour le cas d'une charge de pression 
en supposant les simplifications suivantes: 
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i. les efforts de cisaillement et moments de torsion sont nuls. Ceci implique que 
No<p = NtpQ = M&p = M<p$ = 0. 
i i . la pression est uniquement reprise par l'effet membrannaire d'où on peut écrire que 
M9 = M? s 0 




-w = 0 
dNp (6.10) 




L'équation (6.9) permet de considérer la contrainte axiale uniquement en fonction de la 
coordonnée circonférentielle (<p): 
Les relations (6.10) et (6.11) permettent d'aboutir à l'équation différentielle: 
a
2psin<p - 2asm(pf(<p) + acosip^^ = 0 *6*12^ 
On suppose alors une solution du type constante pour/(^): 
f«P) = k * ^ = 0 
A partir de l'équation (6.12) on obtient les composantes du champ de contrainte exprimées 
par les relations suivantes: 
N0 2 
AT , pazcos<p 
avec le vecteur champ de contrainte particuher donné par: 
Bcj^={Ne 0 0 N9 0 0 0 0 } T 
2. Solution élastique. 
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Le matériau élastique est défini par l'équation constitutive exprimée par la relation: 
D(T) - D~ X T 
et l'énergie complémentaire par: 
^ (T) = ^ T : D _ 1 T 
La solution élastique est obtenue à partir de la mimmisation de la fonctionelle hybride de 
contrainte (modèle métis de déplacement) défini en (1.20) qui sous la forme matricielle 
s'écrit: 
Jiiupg) =±îvo^1ogdV-îvo%EgdV+IvbTudV+frlTudr ( 6 , 1 3 ) 
où Og et Eg sont respectivement les contraintes et les déformations généralisées et la 
matrice d'élasticité définie dans l'annexe A. 16. 
Substituant les expressions des champs des déplacements, de déformation (3.40) et ceux 
des contraintes (6.7), on obtient les relations suivantes: 
4(q,b) = ±bTFbbb + bTFbcc + ±7FCCZ - bT€$q - 7clq + gTq 
avec les matrices de flexibilité définies par: 
F M = / K (B5 . ) 7 D - 1 B5dK , F c c = / K ( B c r ) 7 D - 1 B c 7 d F W> 
les matrices de connexion cinématiques: 
e e 
et le vecteur des forces généralisées: 
g = «^  + fr = 2(V( N L . ) ^ + / r « **T)-
La stationnarité de la fonctionnelle peut être obtenue par la variation des paramètres 
indépendants, les déplacements et les contraintes: 
a£(q,b+<z<5b)
 T R - T r ( 6 " 1 6 ) lim m K \ - = ô b 7 F ^ b + <3b rFb cc - <5bT(£q = 0 
a->0 
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ô^(q+a(5q,b)
 T T — * T ( 6 ' 1 7 > lim m K
 d a
 J
 = -ôqTCbb - <5q7Ccc + ôqTg = 0 
De l'équation (6.16) on peut définir une relation entre les paramètres de contrainte et les 
déplacements par l'expression: 
b = Fbb\c[q - Fbcc) . <6'18> 
La substitution de cette équation dans l'équation (6.17) définit le problème élastique 
linéaire classique: 
Kq = g + g* (619) 
où Kest la matrice de rigidité et g* le vecteur des forces généralisées définis respectivement 
par les expressions: 
K=C b(F è- f cYc, r 
Les contraintes sont obtenues soit à partir des paramètres de contrainte (6.18), soit à partir 
du champ de déplacement par les expressions: 
og = B ^ C C f q - Fbcc) + B c ^ et a = EBq. 
Le nombre de paramètres à utiliser est variable et définit la dimension de la matrice Bj*. 
Le nombre minimum des paramètres np est défini par la relation: 
np > nà-nc 
où nd est le nombre de degrés de liberté du champ de déplacement discretisé et nc est le 
nombre de modes rigides, égal à 6 dans notre cas. 
La solution élastique, représentée par l'équation (6.19), en utilisant les fonctions de 
contrainte décrites en (6.4) présente des singularités dans la matrice de flexibilité. Ces 
singularités disparaissent en éliminant les paramètres UQ , VQ , w\ et w\ correspondants 
respectivement au déplacement axial suivant l'harmonique symétrique n = 0, au déplace-
ment circonférentiel antisymétrique n = 1 et aux déplacements radiaux symétrique et 
antisymétrique n = 1. Les résultats obtenus ne sont pas si performants que ceux présentés 
par Whatham [132.,133.] en utilisant une méthode directe de calcul des contraintes. 
On propose dans ce travail l'utilisation d'une fonction de contrainte additionnelle qui 
améliore nettement les calculs linéaires élastiques de cet élément hybride et définie par 
les expressions: 
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5 5 




où Lm(rj) sont les fonctions d'interpolation de Lagrange définies par l'expression suivante: 
^ /Ji 20"-/) 
et Lj£(!) les fonctions d'interpolation de Lagrange définies pour des polynômes de base 
2 3 4 
polynomial en ,£ ,£ (présentés dans l'annexe A.3). Les termes constants ne sont pris 
en considération pour éviter la singularité de la matrice de flexibilité définie en (6.14). 
L'adjonction de cette nouvelle fonction présente des résultats qui atteignent les meilleurs 
résultats lors de l'utilisation des fonctions du quatrième ordre pour Lk(If). Pour les 
structures du type poutre, un nombre de deux harmoniques ( symétriques et antisymétri-
ques ) et une intégration (3x8x1) ou (4x8x1) sont suffisants tandis que pour le calcul des 
structures du type coque, trois ou plus d'harmoniques et une intégration (3x12x1) ou 
(4x12x1) s'avèrent nécessaires. 
Dans la pratique, le nombre de paramètres à utiliser pour l'analyse linéaire élastique 
dépasse largement le minimum requis sous peine d'obtenir une matrice de rigidité définie 
non positive. Le nombre de points d'intégration joue également un rôle important lors de 
l'inversion de la matrice de flexibilité. L'utilisation d'un nombre plus grand de points 
d'intégration est nécessaire si on utilise une fonction de contrainte plus riche. Dans le cas 
contraire, on risque d'obtenir des pivots extrêmement petits qui peuvent également soit 
définir une matrice de rigidité définie non positive soit obtenir des résultats éloignés de la 
réalité. 
3. Analyse limite. 
On examine à présent un corps constitué d'un matériau rigide plastique et soumis à un 
chargement proportionnel défini par les relations (4.10). En utilisant la relation (4.2) 
obtenue pour le cas de ces matériaux, la fonctionnelle hybride de contrainte prend la forme 
suivante: 
Ji(wg) - - S v ^ i ) dV+JKbrù dV + sT a rù dT 
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où le champ de contrainte a est un champ de contrainte satisfaisant l'équilibre interne et 
la condition d'écoulement plastique. 
Utilisant le champ de contrainte défini par l'expression (6.8) et le champ de déformation 
présenté en (3.40) on obtient la fonctionnelle discrétisée suivante: 
fm(%b) = (-b rçft - 7cc 7q + g r q ) 
avec Cfr et C c définis par l'expressions (6.15) et q le champ des vitesses généralisées. 
La stationnante de la fonctionelle précédente est obtenue par la variation du champ de 
vitesse q: 
Cbb + Ccc = af£ 
où la contrainte o^, représentée par les paramètres b et c, satisfait la condition d'écoulement 
plastique F*(pg): 
F*(og) = jr*(B^) + B ^ ) < 0 
Ce problème peut être mis sous forme de programmation mathématique par les expres-
sions suivantes: 
ai = max af 
avec les restrictions Q,b + C cc = «/ g 0 
F*{og) = F*(Bbjb + B ^ ) < 0 
4. Adaptation. 
Si on suppose à présent que le chargement est variable et défini par les relations (4.69), on 
peut alors se baser sur la formulation présentée par Nguyen Dang-Kônig [74.] pour le cas 
d'un critère d'écoulement moyen dans le domaine de l'élément fini et sur la formulation 
de Morelle [68.] pour le cas d'un critère d'écoulement local. Cette dernière peut être 
exprimée sous forme de programmation mathématique par les relations suivantes: 
a = max af 
avec fVfT^Cx,*) + T*(x)) < 0 
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où X e 0 est le champ des contraintes purement élastiques et le champ des contraintes 
résiduelles indépendant du temps. Ce dernier doit satisfaire l'équilibre interne et externe 
homogène: 
dïvTR = 0 en V et 1*11 = 0 en r, 
Le champ des contraintes résiduelles peut être obtenu sous la forme matricielle par la 
discrétisation définie en (6.8) : 
Pour que le champ en équilibre interne homogène satisfasse l'équilibre externe homogène, 
il faut imposer la condition: 
J r T*n.<5ù^T = (bR)TC$ôq = 0 
où c£ est la matrice de compatibilité de l'élément hybride de contrainte. Il est clair que 
l'équilibre externe homogène est imposé sous une forme faible, c'est à dire, en moyenne 
sur le contour Tt. 
A partir de cela, le problème peut se mettre sous une forme de la programmation 
mathématique: 
G/ = max aj 
ax ,b 
avec F* af i f + ( i W < 0, k= 1,...,2" 
et ( C ^ ) 7 ? = 0. 
Dans cette formulation, la variation temporelle a été substituée par un chemin de charge 
passant par les 2n sommets du domaine de charge relatif à n charges indépendantes. 
5. Exemples. 
5.1. Analyse élastique. 
Dans le cadre de l'analyse élastique on présente par la suite, quelques résultats numériques 
ainsi que les comparaisons avec les solutions analytiques ou les solutions obtenues par 
l'élément déplacement. 
Une des caractéristiques de ce nouvel élément hybride est de pouvoir présenter un 
comportement semblable à celui d'une coque même quand on utilise seulement un 
élément de poutre. Ceci peut être observé dans le cas d'un cylindre encastré sur les bords 
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et soumis à une compression. Si on considère le cylindre comme une poutre l'équation 
d'équilibre est alors donnée par l'égalité: 
Eh du 
l _ v 2 dr 2na 
d'où on obtient les déformations axiale et circonférentielle: 
du 2, F 
fc 
dr gfo K~ ' J2na 9 * 
constantes pour toute la longueur de la poutre. 
Et = " 
Eh 2xa 
Si on considère le cylindre par la théorie des coques la déformation axiale est alors fonction 










£v _ (coshAL-cosXL) 
"
m
 ~ (sinXL+sinXL) ' 
La quantité entre crochets s'approche de 1 - v quand XL tend vers zéro et de 1 quand XL 
tends vers l'infini. Ceci indique que pour des cylindres courts la déformation radiale tend 
vers zéro et que pour les cylindres longs la restriction des bords est négligeable.On déduit 
alors que la théorie de poutre est uniquement utilisable pour les cylindres courts. 
Dans le cas des éléments finis, on peut affirmer d'avance que pour le modèle de déplace-
ment, un seul élément de poutre (hypothèse de Bernoulli) est incapable de bien représen-
ter le comportement d'un cylindre long encastré. 
Dans la figure 6.4 on montre les résultats obtenus par l'élément hybride et par l'élément 
déplacement (1,2 et 3 éléments) en comparaison avec la solution de l'équation (6.20). La 
solution du modèle hybride est très proche de la solution analytique avec à peine 1 élément 
tandis que 3 éléments finis s'avèrent nécessaires pour représenter les effets de bords dans 
le cas du modèle déplacement. 
La même observation peut être faite dans le cas des coques cylindriques appuyées sur les 
bords où la déformation axiale est donnée par l'expression: 





<3 _ coshAL+cosAL 
h
 smhXL+sinXL 
et où les limites suivantes peuvent d'être obtenues: 
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1 













mod. hybride -1 élément 
mod. déplacement - 3 élément 
mod. déplacement -1 élément 
10 20 30 40 
LONGUEUR DE LA COQUE (Lambda x L) 
Figure 6.4 





Coque Cylindrique Appuyée 
COMPRESSION AXIALE 
mod. hybride -1 élément 
mod. déplacement -1 élément 
30 
LONGUEUR DE LA COQUE (Lambda x L) 
40 
Figure 6.5 
Cylindre appuyé sur les bords et soumis à une compression axiale. 
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-31,77 
Coque Cylindrique Encastrée 
COMPRESSION AXIALE-MODELE HYBR1DE(1 EL) 
L=30 
L=15 
L = 7 J 
L = 300 
"31,84 -| | ] | | | | | i | i | ; | | | | i r 
-1 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 
LONGUEUR DU CYLINDRE NORMALISEE 
Figure 6.6 
Contrainte axiale pour le cylindre encastré. 
Coque Cylindrique Encastrée 





L = 7 5 ~~~~~~~ 
- 1 1 1 1 1 i 1 1 1 1 1 i 1 1 1 1 1 ; 1 
-1 -0.fi -0.Q -0,4 -0,2 0 0,2 0,4 0,8 O.fl 1 
LONGUEUR DU CYLINDRE NORMALISEE 
Figure 6.7 
Contrainte circonférentielle pour le cylindre encastré. 
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lim EJKL) 
AL-0 
pour les cylindres courts, 
lîm £„(AL) 1 F pour les cylindres longs. 
Eh 7 j t a 
Sur la figure (6.5) on présente les résultats obtenus par l'élément hybride et l'élément 
déplacement par comparaison avec la solution de l'équation (6.21). De nouveau, les 
résultats de l'élément déplacement se rapprochent de la solution analytique à partir d'une 
discrétisation de 3 éléments, tandis que pour l'élément hybride à peine 1 élément est 
nécessaire. Sur les figures (6.6)et (6.7) on représente les contraintes axiales et circonféren-
tielles pour des longueur de coque variant entre L=7.5 jusqu'à L=300. La contrainte axiale 
est constante pour toutes les longueurs de coque tandis que la contrainte circonférentielle 
varie en fonction de l'équation présentée en (6.21). 
Ensuite, on compare la solution élastique analytique présentée au tableau 6.1 d'une coque 
cylindrique encastrée sur un bord avec les résultats obtenus par l'élément déplacement et 
l'élément hybride. Ces résultats sont affichés au tableau 6.2 pour le cylindre soumis à un 
moment MX sur le bord libre et au tableau 6.3 pour celui soumis à une force transversale FZ 
Au tableau (6.4 ) on présente les solutions analytiques d'un coude encastré sur un bord. 
Les résultats obtenus par l'élément déplacement et l'élément hybride sont affichés au 
tableau 6.5 dans le cas du coude soumis à un moment MX et au tableau 6.6 pour le cas d'une 
force transversale FZ. 
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Coque cylindrique 





































[ 3 < l - * f L 
ôo ~ | 3 | l -3 [v 2 e+v(2+v)e 2 +(2+v)e 3 ]J+6( l+v) | ¿i = 1+ 
I = ±[(2a+h)4-~(Za-h)4] 
4 2 - « 1 - 2 * ) 
Tableau 6.1 
Solutions analytiques pour un cylindre encastré. 
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Coque cylindrique soumise a un moment Mx 
flèche: w rotation: <bx contrainte 
h / a = l / 4 ; ~ = 3.3xl0-2;£<4 
Bernoulli: 5.8521 x l O " 5 3 . 9 0 1 4 X 1 0 " 7 ±3 .1341 
coque [99.]: 5 . 9 1 5 7 X 1 0 " 5 3.9438 x l O " 7 ±3.1831 
mod. déplacement: (3x8x1) 5.4086 XlO"
5 3.6057 x l O ' 7 ±3.1831 
mod. hybride: (4x12x1) 5.9395 x l O "
5 3.9623 x l O " 7 ±3 .1759 
h/a = 1/40 ; ~ = 1.05 x 10" 2 ; E<\ 
Bernoulli: 5 . 9 4 2 6 X 1 0 " 4 3 . 9 6 2 7 X 1 0 " 6 ±3.1826 
coque [99.]: 5.9290X10" 4 3.9527 x l O " 6 ±3.1831 
mod. déplacement: (3x8x1) 5.4086 x l O
- 4 3 . 6 0 5 7 X 1 0 " 6 ±3.1831 
mod. hybride: (4x12x1) 5.9493 x l O "
4 3 . 9 6 6 2 X 1 0 " 6 -3.0883; +3.1228 
h/a = 1/400 ; ~ = 3.3x 10" 3 ; e<~ 
L o 
Bernoulli: 5.9435 x l O " 3 3.9623 x l O " 5 ±3.1831 
coque [99.]: 5.9435 x l O " 3 3.9623 x l O " 5 ±3.1831 
mod. déplacement: 
(3x8x1) 5.4086 x l O "
3 3.6057 x l O " 5 ±3.1831 
mod. hybride: 
(4x12x1) 5.9504 x l O
- 3 3.9055 x l O " 5 -3 .0907; +3.1191 
Observation: 
Pour le modèle hybride on utilise une fonction de contrainte constituée d*une base polynomiale [5 x 5] 
suivant la direction [f et une série de Fourier avec 2 harmoniques. 
Tableau 6.2 
Déplacements d'une coque cylindrique soumis à une flexion. 
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Coque cylindrique soumise à une force transversale Fz 
flèche: w rotation: contrainte Nq 
h/a=1/4 = 3.3xl0" 2 ; E<\ 
Bernoulli: 1.1704X10"2 5.8521 X10" 5 ±908.491 
coque [99.]: 1.2127X10"2 5.9157X10"5 ±922,685 
mod. déplacement: (3x8x1) 1.1229X10"
2 5.4086 x lO" 5 ±847.307 
mod. hybride: (6x12x1) 1.23347X10"
2 5.91054 x l O - 4 -890.005, +922.353 
h/a = 1/40 ; ^ = 1.05 xlO" 2 ; e<~ 
L o 
Bernoulli: 1.1885X10"1 5.9426 x lO" 4 ±922.542 
coque [99.]: 1.2250X10-1 5.9290X10"4 ±922.685 
mod. déplacement: (3x8x1) 1.1229X10"
1 5.4086X10"4 ±847.307 
mod. hybride: (4x12x1) 1.23005X10"
1 5.94333 X10" 4 -919.1; +917.6 
h/a = 1/400 ; ^  - 3.3x 10" 3; e<\ 
L o 
Bernoulli: 1.1887 5.9435 x l 0 ~ 3 ±922.685 
coque [99.]: 1.1887 5.9435X10"3 ±922.685 
mod. déplacement: (3x8x1) 1.1229 5.4086X10"
3 ±847.307 
mod. hybride: (6x12x1) 1.23598 5.96896 -892.6 ; 917.0 
Observation: 
Pour le modèle hybride on utilise une fonction de contrainte constituée d'une base polynomiale [6 x 6] 
suivant la direction et une série de Fourier avec 4 harmoniques. 
Tableau 63 
Déplacements d'une coque cylindrique soumis à une force transversale. 
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Coude 
variable force transversale Fz moment Mx 




El ^ i ; 
flèche: w nFzR3 MxR2 
4
 II El 




contrainte: om Mx , 1 s FzcosO 
AR{ zR+s} A 
Mx 1 5 
Légendes: 
dA—adrdip 
à l'encastrement: 0 = 0 A/x = F z i? 
û ,21 03 
- 1 = JT 
intrados: <f> = 0 
extrados: y> = 180 
Hf>] ( û + | )
2
- ( a - | ) 2 
s = a N*, = ~ -
A z R+a 
' A z R—a 
A/, 1 a j.j M X r , i o i 
Tableau 6.4 
Solutions analytiques pour un coude encastré. 
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coude soumis à un moment Mx 
flèche: v flèche: w rotation: $r contrainte'AT? 
h/a = l/4et2a/R=2/5 
Bernoulli: 1.7250X10"3 3.0221 x H T 3 4 .7472X10" 5 -19.13; +17,60 
mod. déplace-
ment: (3x8x1) 1.640X10"
3 2.8453 X 1 0 " 3 -4.4853 x l O " 5 -19.21 ; 17.67 
mod. hybride: (4x12x1) 1.9042X10"
3 3.2575 x l O " 3 -5 .1617X10" 5 -20.02 ; 19.04 
Observation: 
Pour le modèle hybride on utilise une fonction de contrainte constituée d'une base polynomiale [4x4] 
suivant la direction [£,»/] et une série de Fourier avec 2 harmoniques symétriques. 
Tableau 6.5 
Déplacements d'un coude soumis à une flexion. 
coude soumis à une force transversale Fz 
flèche: v flèche:w rotation: $>x contrainte Nq 
h/a = 1/4 et 2a/R = 2/5 
Bernoulli: 1.5140X10"1 2.3736X10" 1 3.0221 x l O " 3 1683.6;-1989.7 
mod. déplace-
ment: (3x8x1) 1.4511X10"1 2.2790X10"
1 
-2.8453 x H T 3 1687.6;-1993.8 
mod. hybride: (4x12x1) 1.6591 x l O "
1 2.5892X10" 1 -3.2162X U T 3 1838.0;-1840.3 
Observation: 
Pour le modèle hybride on utilise une fonction de contrainte constituée d'une base polynomiale [5x5] 
suivant la direction [£,77] et une série de Fourier avec 2 harmoniques symétriques. 
Tableau 6.6 
Déplacements d'un coude soumis à une force transversale. 
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5.2. Analyse limite. 
Dans le cadre de l'analyse limite, on présente au tableau 6.7 les multiplicateurs de charge 
modèle: déplacement (borne supé-
rieure). hybride (borne inférieure). 
charge limite 0.9068 0.7853 
CPU (s) 33 3512 
mécanisme u: 0.7925 X 1 0 ~ 4 0.7925 X 1 0 " 4 
Tableau 6.7 
Charge limite pour un cylindre soumis à une traction. 
pour un cylindre soumis à une traction constante. Pour l'élément déplacement seulement 
18 connecteurs cinématiques sont nécessaires. L'élément hybride par contre exige en plus 
des connecteurs cinématiques, 60 paramètres de contraintes (variables non linéaires) pour 
bien représenter le champ de contrainte à l'intérieur. 
Les temps de calcul montrent encore une fois de plus l'avantage d'utiliser la formulation 
cinématique. Les avantages de la formulation hybride de déplacement sont de présenter 
une charge limite plus conservatrice que les charges limites des éléments déplacements. 
D'autre part dans cette formulation aucune régularisation de la fonction objectif n'est 
nécessaire pour utiliser les algorithmes de programmation mathématique. 
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Chapitre 7 
Résultats Numériques. 
Dans ce chapitre les résultats numériques via les procédés développés auparavant seront 
comparés d'abord avec des essais expérimentaux et ensuite soit avec des exemples pour 
lesquels on connaît les solutions analytiques exactes ou approchées, soit avec des exemples 
obtenus de la littérature et résolus par différentes méthodes numériques. Les exemples ont 
été choisis pour représenter le mieux possible les interaction entre les différents charge-
ments. 
1. Analyse linéaire - Assemblage de coudes et tuyaux droits. 
Les chercheurs ont concentré leurs efforts pour l'étude de la flexion des tuyaux courbes 
car il apparaît que leur flexibilité est selon les expériences plus importantes que les tuyaux 
droits. Cette propriété est fort intéressante du point de vue structurale puisque permet 
Tabsortion des dilatations thermiques, des chocs, etc..;. Elle provoque par contre des 
importantes concentrations de contrainte d'où l'intérêt pour un calcul raffiné. 
Figure 7.1 
Assemblage de coudes et tuyaux droits 
Dans ce premier exemple on présente la variation de la flexibilité d'un assemblage de 
coudes et de tuyaux droits (figure 7.1). Cet assemblage est soumis à une pression interne 
et à une force concentrée à l'extrémité de la prolongation droite, dans le sens de fermeture 
de l'angle du coude. Si la flexion du coude conduit à l'ovalisation de la section, la pression 
interne tend à la stabiliser. 
Le prolongement droit a été ajouté dans le but de simuler la continuation de l'ovalisation 
au-delà des extrémités du coude. 
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Flexibilité 
au noeud 7 6 
Coude avec prolongement droit 
X = Rh/a = 0.104 
0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 
pression interne p 
Figure 12 
Variation de la flexibilité d'un coude soumis a une pression interne et une charge concen­
trée. 
Cet exemple a été analysé expérimentalement par Rodabaugh et George [94.] et les 
résultats obtenus sont présentés à la figure 7.2 pour le cas d'un assemblage avec un facteur 













Coude avec prolongement droit 
X - Rh/a = 0.0745 
Geor(t Hugh tt 
\ p 
K / l ucbitKti ent 
y 
sans 
—IKOTl arment 1 
0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 
pression interne p 
Figure 73 
Variation de la flexibilité d'un coude soumis à une pression interne et une charge concen­
trée. 
La mesure de flexibilité est réalisée au noeud 7 de la discrétisation et présentée sous forme 
normalisée par l'expression: 
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où M 7 est le moment fléchissant à la section attachée au noeud 7. Les résultats numériques 
présentés sur les figures 7.2 et 7.3 ont été obtenus en utilisant une discrétisation composée 
par deux éléments finis pour le coude et un seul élément pour la prolongation droite. 
L'intégration numérique est réalisée suivant la direction axiale, circonférentielle et radiale 
par un nombre de points défini par (3 x 12 x 3) respectivement. Deux courbes sont présen-
tées, Tune sans considérer l'effet de gauchissement de la section suivant les harmoniques 
n — 2,3 et 4 et l'autre en les considérant 
On constate l'importance de cet effet pour l'obtention des résultats plus proches de la 
réalité et des essais expérimentaux. On observe de plus que quand l'assemblage est soumis 
à des pressions élevées, la flexibilité décroît à un tiers de la flexibilité du même assemblage 
sans pression d'où l'importance de prendre en considération les effets non linéaires 
associés à la pression. 
2. Analyse limite et adaptation - Assemblage de tuyaux droits. 
Le premier exemple est celui d'une coque cylindrique encastrée aux extrémités et soumise 
à une pression interne p. La géométrie et la modélisation de la structure est présentée sur 
la figure 7.4. 
^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 





1 2 3 4 5 6 ? 
+F 
-> F 
MX £. Il 1 U U I 
k x —> 
: L/4 L/4 • 
Figure 7.4 : 
Cylindre avec pression interne et force axial variable. 
L'objectif de cet exemple est de comparer les résultats obtenus par Cocks et Leckie [22.], 
en utilisant une solution analytique approchée, à ceux obtenus par le présent programme 
Tuyau en utilisant une méthode directe et cela afin de déterminer: 
i. premièrement, la variation de la charge limite de pression p i en fonction de la longueur 
normalisée L=-i==po avec F = 0 . 
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ii. deuxièment, le domaine de charge de l'analyse limite quand la structure est soumise à 
un chargement monotone du type p = apo et F = ajfo et le domaine de charge de 
l'adaptation (critère incrémental) quand la structure est soumise à un chargement 
cyclique/» = apo et F G a/[—l,+ l]fo 
Tuyau droit encastré et soumis a 
Longueur normalisée Ln = L/(a*h)**0.5 
• Tuyau + Cocks & Lack« 
Figure 7.5: 
Variation de la charge limite. 
A la figure 7.5 sont présentés les résultats de la variation de la charge limite avec la longueur 
du tuyau. On observe que les écarts entre les deux types de solutions sont assez faibles, 
malgré le nombre réduit de degrés de liberté utilisés, 32 au total. Il semble que le présent 
algorithme est très efficace pour ce qui concerne le calcul des charges limites de cette 
structure. Les résultats obtenus par les exemples confirment cette performance. 
L'utilisation de l'intégration numérique réduite ayant 3 x 8 x 3 points respectivement sui-
vant les directions 0?,ê,£) s'est montrée satisfaisante dans les cas où le type de chargement 
n'active ni l'ovalisation ni le gauchissement de la section. En ce qui concerne la longueur 
de la coque, nous avons prévu une variation entre 6 < L < 40. Si bien que cet élément qui 
dérive d'un élément de poutre enrichi par certains termes de coque présente des bons 
résultats même avec des relations ~ caractérisant plutôt celles des coques. 
Pour le calcul du domaine de charge d'adaptation de la structure, Cocks et Leckie ont utilisé 
la méthode de Gokhfeld et Cherniavsky [29.]. Cette méthode consiste à calculer la charge 
limite de la structure pour un critère d'écoulement contracté d'une valeur correspondante 
aux contraintes purement élastiques qui s'établissent lors du chargement cyclique. Le 
critère d'écoulement utilisé est celui des coques sandwich et le domaine d'adaptation est 
donné par la relation: 
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Pî Fl 
Domaine 
de l'analyse limite et d'adaptation 
P/Pl 
• anal,limite(tuyau) + adaptation(tuyau) o adaptation (Cocks) 
Figure 7.6: 
Domaine de l'analyse limite et d'adaptation. 
La figure 7.6 présente les domaines de charge de l'analyse limite et d 'adaptation obtenus 
à la fois par le programme Tuyau et par la relation précédente. On peut observer que pour 
le cas des charges variables, le domaine des charges limites s'est beaucoup réduit par 
rapport à celui des charges radiales. Ceci nous incite à être prudent dans les cas où l'histoire 
des chargements n'est pas connue d'avance. Les écarts des solutions d'adaptation constatés 
sur la figure 7.6 viennent du choix différent du type de critère de plastification. Nous avons 
considéré les critères au point tandis que Cocks et Leckie ont utilisé un critère très 
simplifiée. 
Le deuxième exemple est une coque cylindrique infime soumise à une pression in te rnep 
sur une longueur / et d'une charge circonférentielle radiale F appliquée dans le plan de 
symétrie de la structure comme indiqué sur la figure 7.7. 
Dans cet exemple, comme le précédent, nous envisageons de comparer les résultats du 
programme Tuyau à ceux obtenus par Cocks et Leckie. Deux types de mise en charge sont 
prévus: 
i. la première prend en compte uniquement la charge de pression monotone et calcule 
ses charges limites pour différentes longueurs / de l'application de la charge. 
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±4 
t t t t t t t t f 
lh 1 1 i 1 II 1 i i 
T 
Dncr t t ÏMt io i i : 
1 B t 16 
1 /60 I / W 1 / 10 
1 / 3 
Figure 7.7: 
Géométrie et modélisation de la coque cylindrique infinie. 
ii. la deuxième considère la superposition de la charge précédente et d'une charge 
circonférentielle radiale monotone. Le domaine d'analyse limite est obtenu quand la 
pression est une charge monotone tandis que le domaine d'adaptation est obtenu pour 
une charge variable de pression p £ apo [-1,+1], 
Tuyau droit infini soumis à une 
pression SUE une longueur L 











1,2 - i 1 1 1 1 1 1 , 1 
1 2 3 4 5 
Longeur normalisée Ln"L/(ah)**.5 
• Tuyau + Cocks &LeckJe 
Figure 7.8 
Variation de la Charge limite en fonction de la longueur du tuyau. 
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Sur la figure 7.8 sont présentés les résultats de Codes et Leckie, pour une coque cylindrique 
du type sandwich, et ceux du programme Tuyau pour le premier type de mise en charge. 
De nouveau, les écarts entre les solutions sont assez faibles sauf lorsque la structure 
présente des rapports ^ < 0.65. En réalité dans ces cas, la théorie de poutre d'où dérive 
cet élément ne représente pas exactement les effets de coque. 
Les charges limites d'adaptation qui correspondent au deuxième type de mise en charge 
sont obtenues par Cocks et Leckie en utilisant la méthode analytique approchée de 
Gokhfeld et Cherniavski. Le domaine est décrit par les expressions: 
F _ 8(1 -Po) ~ 4(1 - 2p0)cosv27 
avec 
et 
cos(V2/) cosh(V2(L - [ ) ) - sin(V27) sinh(V2(L - /)) = 1 
- - 2(1-/?o) 
cosh(V2(L-/)) = ^ r ^ . 
et est représenté sur la figure 7.9. 
Domaine des Charges 
ANALYSE LIMITE ET ADAPTATION 
• ANAL. LI MITE (TUYAU) P/Pl ADAPTATION (COCKS) « ADAPTATION (TUYAU) 
Figure 7.9: 
Domaine de l'analyse limite et d'adaptation. 
Les solutions obtenues par le programme Tuyau y sont illustrées soit pour le cas de l'analyse 
limite soit pour le cas de l'adaptation. On peut observer que contrairement au cas précédent 
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pour ce type de chargement les écarts entre le domaine d'adaptation et de l'analyse limite 
sont faibles. 
Un dernier exemple pour le cas de coque cylindrique est l'élément combustible d'une 
centrale nucléaire. Cet élément est soumis à une pression interne résultante des réactions 
nucléaires, une force circonférentielle et axiale due à l'expansion des pastilles combustibles 
et à un gradient thermique dans la paroi de l'élément. La mise en marche et l'arrêt du 
réacteur fait varier l'intensité des efforts principalement pour la pression interne et le 
gradient thermique. La géométrie et les chargements de l'élément combustible sont 
présentés à la figure 7.10. 
AT 
Figure 7.10: 
Géométrie de Vêlement combustible d'une centrale nucléaire. 
Seuls les déplacements de poutre et le déplacement radial de coque suivant l'harmonique 
n = 0 sont activés ici. Pour la discrétisation de la structure, on utilise à peine deux éléments 
finis tout en considérant la symétrie de la structure. L'intégration numérique est calculée 
en utilisant 3x8x3 points. Dans le tableau 7.1 on présente les multiplicateurs de charge 
limite vis-à-vis des déformations plastiques incrémentales a* et des déformations plasti-
ques alternées a*. Les deux avant-dernières colonnes présentent les résultats obtenus par 
le programme Tuyau en utilisant la formulation de König définie en (4.75) et (4.79). La 
dernière colonne présente ceux obtenus par la formulation de Morelle définie en (4.83). 
La combinaison de ses charges a été choisie par König de manière à produire un multipli-
cateur de charge limite égale a 1. Il obtient ce multiplicateur en utilisant le critère de Tresca 
et la méthode cinématique (borne supérieure) qui consiste a définir un mécanisme incré-
mental et faire un bilan entre la puissance extérieure et la dissipation plastique. Pour le 
mécanisme alterné il suffit de vérifier en chaque point du corps la relation définie en (4.79). 
Le vrai multiplicateur du domaine de charge d'adaptation est alors choisi comme étant le 
mimmum des deux multiplicateurs (4.80). 
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Il est intéressant de vérifier que les écarts ne sont pas très prononcés dans le cas des 
chargements sans variation de température. Ils peuvent être dus à l'utilisation de différents 
critères d'écoulements: von Mises dans notre cas et Tresca dans le cas de Kônig. 
chargement Formulation König Formula-
tion Mo-
relle P Q N T 
variation: [-1. + 1] [+1, + 1] [ + 1. + 1] at at a+ 
Analyse 
limite 
1.0 0.0 0.0 0.0 0.9764 00 0.9764 
0.0 2vT 0.0 0.0 1.015 00 1.0167 





0.9999 0.01 0.0 0.0 0.9762 2.0002 0.9762 
0.9583 0.5 0.5 0.0 1.0843 2.0870 1.1026 
0.7549 1.0 0.7 0.0 1.0859 2.6494 1.1472 





0.7499 0.01 0.0 0.5 1.1969 2.6667 1.3280 
0.4999 0.01 0.0 1.0 1.5279 1.6076 1.7182 
0.2499 0.01 0.0 1.5 1.7512 1.0717 3.0387 
0.0 0.01 0.0 2.0 1.8960 0.8038 3.0934 
Légende: 
Multiplicateur de charge incrémentale (König) p: pression interne. 
a£: Multiplicateur de charge alterné (König) Q: charge circonférentielle. 
a
+
: Multiplicateur de charge (Morelle) N: charge axiale. 
T : gradient thermique sur l'épaisseur. 
Tableau 7.1 
Comparaison des charges limites du cylindre de la figure 7.10. 
Dans le deux derniers cas des variations thermiques, le mécanisme de ruine dans l'épaisseur 
de la coque est alterné et ne peut pas être représenté par le modèle de Morelle (voir 
chapitre 4). L'utilisation d'un nombre plus important d'éléments finis montre par contre, 
à la figure 7.11, que le multiplicateur de charge de Morelle tend vers la valeur du 
multiplicateur de charge du mécanisme alterné sans pour autant présenter un mécanisme 
alterné. On préférera utiliser la méthode de détection du mécanisme alterné de König au 
lieu d'un raffinement de la discrétisation considéré trop onéreux. 
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Convergence de la charge d'adaptation 
CYLINDRE SOUS GRADIENT THERMIQUE 
NOMBRE D'ELEMENTS 
Figure 7.11 
Convergence de la charge d'adaptation avec le nombre d'éléments finis. 
3. Analyse limite - Assemblage de coudes. 
On calcule dans la suite les charges limites d'un coude soumis à un moment fléchissant 
appliqué dans le propre plan du coude (figure 7.12). 
Figure 7.12: 
Géométrie et Modélisation du coude. 
Une solution approximative pour les bornes inférieures est présentée par Calladine [14.]. 
Il obtient pour un facteur de forme X compris dans l'intervalle (0.1,0.5) la relation: 
M p = 1.19*aV* CM) 
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. Rh 

















Mip Mîp MÎp 
Calladine borne in-
férieure 
solution analytique 245.000 
Tuyau borne su-
périeur 
(3,8,3) 2 0 442.798 440.318 
(3,12,3) 2 1 235.923 382.626 
(3,12,3) 2 3 206.271 381.752 
(3,12,3) 3 3 206.598 360.046 256.566 
Légende: 
Mip: Moment Limite avec des extrémités libres. 
A/fp: Moment Limite avec des collets rigides à chaque extrémité. 
MÎp : Moment Limite avec des prolongations droites à chaque extrémité. 
Tableau 7.2 
Comparaison des Moments limites plastiques des coudes sous chargement dans la plan. 
Sur le tableau 7.2 nous présentons les résultats obtenus par le programme Tuyau pour une 
approche de borne supérieure de la charge limite en utilisant quelques types de conditions 
de bord (voir légende du tableau). Le nombre d'éléments finis utilisés est limité entre 2 et 
3. 
Pour les conditions de bord, on utilise soit les bords libres (Mip\ soit les bords attachés à 
des collets rigides (A^), ou encore attachés à des prolongations droites (itf^*). U est clair 
que dans le cas où les degrés de liberté qui représentent l'ovalisation ne sont pas utilisés, 
la structure présente un comportement beaucoup plus rigide. Les prolongations droites 
dans ce cas n'ont aucune influence comme on peut l'observer sur la troisième ligne du 
tableau. Sur la dernière ligne, on constate une variation assez importante de la charge limite 
en fonction de la condition de bord. Les prolongations droites permettent la continuité de 
l'ovalisation au-delà des extrémités du coude. Ceci entraîne une ovalisationplus prononcée 
que dans le cas des collets rigides par conséquent une rigidité plus faible et une charge 
limite plus basse. 
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4. Analyse limite - Assemblage de coudes et tuyaux droits. 
En ce qui concerne les systèmes de tuyauteries composés de tuyaux droits et de coudes 
nous utilisons l'exemple présenté par Save [96.] assez courant dans la construction des 
réacteurs nucléaires refroidi au sodium. Il s'agit d'un assemblage des deux tuyaux droits 
connectés par un coude et soumis à un moment appliqué sur l'une des extrémités produi-
sant une flexion hors plan du coude comme présenté sur la figure 7.13 . Pour les fixations 
on suppose que les sections d'extrémités, l'une fixée et l'autre libre, restent planes et 
circulaires avant et après le chargement. 
1






Géométrie et modélisation d'un système de tuyauteries. 
L'auteur pré-cité a utilisé le programme Cosmos7 et a choisi une méthode pas-à-pas pour 
le calcul du moment limite de l'assemblage. Cette conception de calcul permet de suivre 
l'évolution des contraintes et des déformations tout au long du chemin de la charge. Il est 
bien connu qu'en adoptant cette technique, on est obligé de définir les hypothèses suivantes 
qui caractérisent les charges limites: 
i. la matrice de rigidité est singulière au dernier pas. 
ii. la pente entre les deux derniers points doit au plus représenter 1 % de la pente élastique. 
Les dimensions géométriques des assemblages traités sont indiquées dans la table 7.3 
Les résultats des moments limites obtenus par le présent travail et ceux obtenus par Save 
figurent dans le tableau 7.4. II est important de signaler aussi que l'ovalisation et le 
gauchissement ont une influence très significative sur la valeur de la charge limite comme 
on peut observer en comparant les deux premières lignes du tableau. Sans inclure ses effets, 
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DN 2a x h (mm x 
mm) 
R(mm) L\ (mm) L2(mm) 
250 273x6.3 381 600 600 
400 406.4x8.8 609.5 600 600 
700 711x11 1067 1000 1000 
Tableau 7 3 
Dimensions des tuyauteries. 
les résultats sont tout à fait éloignés de la réalité car les écarts atteignent jusqu'à 70% de 
la charge limite. 
géométrie M$ (Nxm) Cpu (min) Cpu (min) 
DN-250 1.138X105 11 
DN-250 0.708 x lO 5 66 0.615 x l O 5 840 
DN-400 2.283 x l O 5 66 1.815 x l O 5 900 
DN-700 8.372X105 120 5.876 x l O 5 1320 
Légendes: 
MiJ> : Moment limite plastique obtenu par le présent travail avec 3X12x3 points 
d'intégrations. 
Mpi : Moment limite plastique obtenu par Save[%.} 
n : rapport de temps entre Mjp+ et M\$+. 
* : résultats sans ovalisation. 
Tableau 7.4 
Comparaison des moments limites plastiques des tuyauteries pour chargement hors du plan. 
On remarque sur la dernière colonne du tableau la réduction considérable de temps de 
calcul de notre méthode comparée à celle du calcul pas-à-pas réalisé par Cosmos7. 
Sur les figures suivantes on peut voir l'ensemble des résultats de la tuyauterie DN-250. Les 
autres géométries, DN-400 et DN-700 présentent des résultats semblables. 
La figure 7.14 présente les mécanismes de ruine pour les vitesses de déplacement suivant 
la direction X et les vitesses des rotations de la sec t ion^ et <&z (degrés de liberté de poutre) 
en fonction des noeuds définis sur la figure 7.13. La forme de ces mécanismes de ruine 
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suggère une section très plastifiée localisée à l'interface de la connexion coude-prolonge-
ment droit (noeud 7) ce qui est tout à fait vérifié par l'inspection des figures suivantes. 
A la figure 7.15 on représente la variation du gauchissement des sections au long de l'axe 
de l'assemblage de tuyauteries séparément pour les harmoniques n = 2,3 et 4. On peut 
constater l'importance de l'harmonique n = 2 dans l'obtention du mécanisme de ruine. 
A la figure 7.16 c'est la variation de l'ovalisation qui est représentée suivant les harmoni-
ques n = 2,4 et 6. 
Ensuite on présente les mécanismes d'ovalisation et de gauchissement des sections corre-
spondantes à l'interface entre les prolongements droits et le coude. Le mécanisme d'ova-
lisation suivant la direction circonférentielle de la section est présenté à la figure 7,17 pour 
le noeud n.4 et à la figure 7.18 pour le noeud n.7. Les coefficients de la série de Fourier 
correspondants à l'ovalisation ont été augmentés d'un facteur 20 pour la représentation 
géométrique. Sur les figures 7.19 et 7.20, on présente les mécanismes de gauchissement 
des sections correspondantes au noeud n. 4 et 7 respectivement. Les déplacements axiaux 
suivant la direction circonférentielle sont projectes sur la hauteur de la section. 
La figure 7.21montre l'évolution de la contrainte équivalente de von Mises le long du tuyau. 
Elle est calculée sur la surface externe à 0 = 90°. On peut constater clairement qu'il existe 
deux sections plastifiées, celle du prolongement droit où est appliquée la charge et celle 
de la frontière entre le coude et le prolongement droit, section particulièrement sensible 
à la plastification. 
La figure 7.22 présente la comparaison de la contrainte équivalente de von Mises suivant 
la direction circonférentielle et calculée en trois sections, celle de connexion avec le coude 
(r = -l), celle où la charge est appliquée (r= +1) et celle intermédiaire entre les deux 
sections précédentes (r = 0). 
La figure 7.23 présente la comparaison des contraintes axiales, circonférentielles et de 
cisaillement sur la surface extérieure et pour l'angle circonférentiel 4> = 90° au long de 
l'axe des tuyaux. 
Par la suite on présente les régions plastifiées du système de tuyauteries aux sections 
d'encastrement (noeud n.l), aux interfaces de connexion des tuyaux droits avec le coude 
(noeuds n.4 et n.7) et de l'extrémité où la charge est appliquée (noeud n.10). 
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Mécanisme de ruine de poutre 
y-*- i 3y»t*m# d« Tuy*Lrt*rt*s DN-250 
Numéro des noeuds aur l'axe du luyau 
• V)1W»U + Rotation Oy o Rotaiton Oz 
Figure 7.14: 
Mécanisme de ruine pour la flèche et les rotation suivant la direction axiale. 
Mécanisme de ruine de coque 
Système de Tuyauteries DN-250 
-
-
1 y , , , ! , , 
Numéro des noeuds sur l'axe du tuyau 
• Vitesse U1a + Vitesse U2a o Vitesse U3a 
Figure 7.15: 
Vitesse de gauchissement 
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Chapitre 7 Résultats Numériques 
Mécanisme de ruine de coque 
SYSTEME DE TUYAUTERIES DN-4Q0 
VITESSE V2e 
DIRECTION AXtALE 
VITESSE V4e VITESSE V6a 
Figure 7.16: 
Vitesse d'ovalisation. 
Ovalisation de la Section du Coude 
AU NOEUD N° 4 (DN-250) 
INTRADOS EXTRADOS 
Figure 7.17 
Mécanisme d'ovalisation de la section. 
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Ovalisation de la Section du Coude 
AU NOEUD N°7(DN-250) 
!? 160 -, . 
INTRADOS EXTRADOS 
Figure 7.18 
Mécanisme d'ovalisation de la section. 
Gauchissement de la Section d'un Coude 
AU NOEUD N° 4 (DN250) 
section 
-0,12 -0,08 -0,04 0 0,04 0,08 0,12 
DEPLACEMENT AXIAL 
Figure 7.19 
Mécanisme de gauchissement de la section. 
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Gauchissement de la Section d'un Coude 
AU NOEUDN°7(DN250) 
-0,25 




Mécanisme de gauchissement de la section. 
Contrainte Equivalente de VON-MISES 
Points d'intégration sur l'axe du tuyau 
Figure 721 
Variation de la contrainte équivalente le long des tuyaux à<p = 90°. 
Page 148 
Chapitre 7 Résultats Numériques 
Contrainte Equivalente de VON-MISES 
Système de Tuyauteries DN-250 
Figure 73,2: 
Variation de la contrainte équivalente suivant la direction circonférentielle* 
Composantes des Contraintes 
SYSTEME DE TUYAUTERIES DN-250 
o CONTRAINTE AXIALE + CONTR.C!RCONFERENT. o CISAILLEMENT 
Figure 7.23: 
Variation des contraintes le long des tuyaux à<p = 90°. 
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Figure 7.26 
Plastification de la section n.4 du coude. 
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Chapitre 7 Résultats Numériques 
Légendes: 
o comportement plastique 
F = 0., 0.95. 
« comportement élastique 
T = 0.95,0.975. 
« comportement plastique 
F - 0.975^  I. 
Figure 7.27 





Plastification de la section n.7du tuyau droit. 
Figure 7.29 




A.1 Fonctions d'interpolation: 
de Lagrange cubique à 4 noeuds: 
£ 2 = ^ ( 9 ê 3 + 9 | 2 - £ - l ) 
L 3 = ^ ( 2 7 ê 3 - 9 | 2 - 2 7 ê + 9 ) 
L4 = - i ( -27É 3 -9£ 2 +27£+9) 
spécial pour l'élément hybride à 4 noeuds (polynôme de base: £,£ 2 £ 3 1 4 ) : 
Li = ^ 9 | 4 - 9 £ 3 - £ 2 + £ ) 
^2 = ^(81? 4 +27 | 3 +81? 2 -27^) 
L3 = ^ ( - 8 1 £ 4 - 2 7 £ 3 + 8 l £ 2 + 2 7 | ) 
de Lagrange à 5 noeuds: 
L l = I ( 4 ? 4 _ 4 ? 3 _ ? 2 + ^ 
L 2 = | ( - 2 | 4 + ? 3 + 2 | 2 - | ) 
L 3 = ( 4 | 4 - 5 ? 2 + l ) 
L 4 = | ( - 2 | 4 - £ 3 + 2 £ 2 + £ ) 
L 5 = \ ( 4 ! 4 + 4 | 3 - ! 2 - ê ) 
de Lagrange à 6 noeuds: 
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L l = -éô ( -625£ 5 +625ê 4 +250£ 3 -250£ 2 -9£+9) 
LÏ = | | ( 1 2 5 | 5 - 7 5 ? 4 - 130g 3+78^ 2 -*-5ê-3) 
L3 = J | - ( - 1 2 5 | 5 + 2 5 £ 4 + 1 7 0 £ 3 - 3 4 t 2 - 4 5 £ + 9 ) 
L
*
= H ( i 2 5 ? 5 + 2 5 ? 4 - i 7 °? 3 - 3 ^ 2 + 4 5 ê + 9 ) 
L5 = ^Z5 ( - 1 2 5 £ 5 - 7 5 ê 4 + 1 3 0 £ 3 + 7 8 £ 2 - 5 f - 3 ) 
/Oo 
L 6 = ~ (625£ 5 +625£ 4 -250E 3 -250£ 2 +9?+9) 
de Lagrange à 7 noeuds: 
Lx = ~ ( 8 1 | 6 - 8 1 £ 5 - 4 5 £ 4 - f 4 5 ê 3 + 4 £ 2 - 4 ^ 
L 2 = ( - 2 7 ê 6 + 1 8 | 5 + 3 0 £ 4 - 2 0 Ê 3 - 3 £ 2 + 2 * ) 
L3 = -~ ( 2 7 | 6 - 9 | 5 - 3 9 | 4 + 1 3 ? 3 + 1 2 ^ 2 - 4 I ) 
L4 = | ( 8 1 ^ 6 + 1 2 6 ? 4 - 4 9 r - 4 ) 
L 5 = ^ ( 2 7 § 6 + 9 | 5 - 3 9 ? 4 - 1 3 | 3 + 1 2 ^ 2 + 4 l ) 
L ô =
 ~k ( - 2 7 ^ - 1 ^ 5 + 3 0 ^ 4 + 2 0 g 3 - 3 ^ 2 - 2 ^ 
Ly = ~ ( 8 1 | 6 + 8 1 ê 5 - 4 5 | 4 - 4 5 ? 3 + 4 ê 2 + 4 ^ 
A.2 Fonctions d'interpolation d'Hermite. 
/ / l = j ( W ) 2 ( 2 + r ) 
^ 2 - ^ ( 1 + ' * ) 2 ( 2 - r ) 
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4 
k2 = k-l+r2)(l+r) 
A3 Matrices de rotation du système d'axe. 
Vri Vkn V% 
F * VkS2 Vk, 
T = 
vi vkh v% 
1 0 0 
0 - sinp - cosy? 
0 cos#> - sirup 
A.4 Composantes du tenseur de déformation. 
Lii(u c) = 1 du
c
 v M l YT 
Ai toi A\Ai dai RX 
1 duc dA2 
L 2 2(u c) = 
da2 AjA2 
1 dvc uc BAX 
M dcti A^A2 da2 
î dvc dA2 
+ 
w 
T , es _ 1 àwC Ve 
1 d r -^32( u C ) ^ 1 
^ 1 2 (u c ) = - ^ ^ 3 1 ( u c ) ) + ^ S f 
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r < <\ 1 l y , , tfxv L 3 l ( u C ) ^ 2 
*^
(u} =
 " T2 ss^u » " foi 
A.5 Grandeurs géométriques curvilignes des coudes. 
Les directions du système des coordonnées x sont définies par les directions tangentes à la 
surface moyenne de la coque: 
a1 = -Qff = (R — aco&p)cosO e1-i- (R — aco$(p)smO e 2 
3X 
a2 = ~dïp = "osin^sin^ e1 - aûn<pcosO e 2 + acosf 
Les composants du tenseur métrique g sont: 
£ n = a i . a i = (R- acosip)2 
2 
S22 = a 2 . a 2 = a 
8l2 =812 = a l a 2 = 0 
Les vecteurs unitaires du sytème curviligne x = du coude sont définis par les 
relations: 
V = = -cos^e j + sin#e 2 
a 2 
î — | = -siny>sin# ex - sin#>cos0 e 2 + cosy> e 3 
£ = V x t = ~siny?cos# &i — sin^sinfl e 2 + sin^ > e 3 
Les composantes du tenseur de courbure b des coudes sont obtenues à partir du vecteur 
de position X des points de la coque: 
ô^X 
a l l = ~ 2 = (R - acostf>)sin0 e x + (R - acos#>)cos# ^ 
ô^X 





a l 2 = d<pdO ~ "^sin^costf e j + asin^sinfl e 2 = a 2 i 
et des définitions classiques: 
bu = Ç.au - (R - acos(p)cos(p 
bn - £-*22 = ~a 
Les rayons de courbure - ~ et — de la coque en sont: 
1 ' i l cosy? 






Les composantes du tenseur métrique A sont: 
A i " v^îï = (R-acoscp) 
^ 1 2 = ^ 2 1 = S l 2 = 0 
A.6 Composantes du tenseur de déformation dues au champ de déplace-
ment circonférentiel. 
R-acos<p ^T]^/n<P^n<P + lmcos2m(pcoüp) + 
H 
(y nil} " R~J^os (cos2my)sin^ - 2msin2m(pco§<p) + 





N 2 M < P + ( A - Û C O ^ ) > I ( c o s 2 / n ^ s i n P - 4m2cos2m?siny>) 
^ 4 „ „ _ . fyt 
(R~acos<p) 
2 ^ 2 2mcos2m<p + (sin2m#>sin#> — 4w sin2m#>sin#>) 
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(v = ft^Qcosp (cos2my?sin^ - Tmsinlirvpcovp) + 
h 
(R-acos<p)2 À0 2 
4 hjc 2 
2msin2ni(p + ——
 N^ (cos2m#>sin^> — 4m cos2m#>siny>) (R-acos<p)a 
<vJi)| = Ç - f (2m-8m 3)cos2m? 
a 
<y n) È = C " T (8m3-2m>m2my> 
(V D ! = S " 4 (2w~8m 3 ) cos2mp 




— TÏÏ 2mcos2m<psin<p + — *—— ( 1 - 4 m )sin2w«? 
— ^ — r - r ^ 2mcos2m<psin<p + — * £ _ _ (l -4m 2)cos2/ntf 
(R-acos<p)2 ^ (R-acos<p)a J r 
/rsJc .... hk/ 2 . . 
fyt-T 2 fytr 2 ? 
- Ç Ô 2mcos2m<psm<p + — t—— (1 -4m z)sin2m«? 
-acos(p)a A 0 v ' r 
KVnh& R-acos<p 
- Ç — ^ — ~ 2mcos2m<psin<p + ^ (1 -4m2)cos2ma> 
hk/ 2 
— — TA cos2m<p — 
acosi &v r 
(R-acos<py 
A.7 Composantes du tenseur de déformation dues au champ de déplace-
ment axial. 
(S 'n i = „ L V T O , Tl - 5 ' " ^ 1 amp 
v / ;





acosip L R — acos<p] acos<p. 
cosrnp 
stVwffsinffcosff _ 2wcosftffcosy> 
(R-acos<pf {R-acos<p)a 
CQSMpsmtpco&p _ 2nsinn<pcos(p 
R - acos<p 
(R - acosipf (R - <Kos<p)a 
A.8 Composantes du tenseur de déformation dues au champ de déplace-
ment radial. 
k _ Hk Hkjr . 2 , 2 
R—acos<p costp (R-acos(py 
(R~acos<py 
—_ £ Hfç 
Oo)| = " — 
hi 
k _ 
(R-acos<p) 2 (M* 
A.9 Grandeurs géométriques curvilignes du tuyau droit. 
Utilisant les définitions classiques on obtient façon systématique: 
ax 
ex 
a 2 ~~ "s<p = ~asm<P e i ~ acostp e 2 
« i l = a l . a l = 1 22 = a 2 . a 2 = a 
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#12 =Sl2 = al.»2 = 0 
»1 
| " i | 
a 2 
I = T — r = -simp e x - cos#> e 2 
a 2 
a 2 
I = -i—r = ~s'm(p e x - cosy? ^ 
I ^ 1 
Ç = t)x% = -cos^> e x - sin^> ^ 
d2X _ 
a i l ~ = o 
a 2 2 = — 2 = — aC0&P e i + asm<p e 2 dp 
ô^X 
a 12 = ~frpd& = 0 = a 21 
¿11 = £- all = o 
&22 = £*a22 = - « 






•^ 2 #22 « 
A.10 Composantes du tenseur de déformation du tuyau droit dues au dépla-
cement circonférentiel. 
~~ s k 4 (vn)r} = ÇHk/r—^ 2mcos>2m<p 
L 
( v«)£ = £ -^t/r 2ms'm2m(p 
(ySn)y = S fyyr A 2mCOS2mp 
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1^ = 5 ^ 3 ^ 
-I—* 
2 
(v2)£t = tf*,r]rcos2/ny> 
2 
( v ^ ^ ^ s i n ^ 
( v ! ) J r V i C 0 S ^ 
(v£)£ = £ - f (2m~8m 3) cos2my> 
(v%)ç = Ç^(2m-8m3)sin2m<p 
a 
(V J)§ = £ % (2m -8m 3 ) cos2mp 
(^*)! = £ (2m-8m 3) sin2m^ 
A.11 Composantes du tenseur de déformation du tuyau droit dues au dépla-
cement axial. 
(uSn)ri = Lk/ j - sinn<p 
/~Qs.k T 2 {un)v =Lk/ — cosn<p 
(usn)*ç=Lk^cosn<p 
/Tß\k _ T N • Kun)nl ~ -Lk~siw<p 




A.13 Matrice de rotation du système d'axe. 
1 0 0 0 0 
0 0 0 -simp 0 
0 0 0 cos^ 0 
0 co&p%\x\(p 2 2 





A.14 Composantes de la matrice déformation-déplacement de poutre. 
SLk 
dXi 0 0 (Gitfl (G2)îl (G3)îl 
0 dLk 
dX2 
0 (Gi)k (G2)Î2 
0 0 SLk 
dX3 
( G i & (G2$3 (G3)§3 
dLk 








axi 0 (Gi)fe + (Gi)Si (G2)Î3 + (G2)5l (G 3 )Î3 + (G3)Sl 
g w ( ° o f ) T 
g*=«(g*) + < ( i k ) 
Page 162 
Annexe A 
o M 3 -M2 
0 % - M 
M2 -Mi 0 
Le jacobien J de la transformation des coordonées X en est défini par: 
dX2 dXi 
dr dr dr 
BXX dX2 dX3 
ds ~dT ds 
ÖXX dX2 dX3 
dt dt dt 
A.15 Composantes de la matrice déformation-déplacement de coque (coude 




(y'itnt < v i & <yl6& 
0 0 0 
(y'ii CA)\ (y'4 
"<f4 f 4 f 4 
(v'2& (vi)*ê Çitfe 
0 0 0 
ç'ii ç!4 
(«'4 ( « 3 ) ? ("4)? 
J = s,a 
,l = s,a 
("2)^  (« s^ («'45 
0 0 0 
(«2)| ("3)f ("'4 





A.16 Matrice des constantes élastiques de Hooke. 
variables locales: a = De 
°
 tt
 {a>? V a>?£ 













variables généralisées: = 
a S = ^ % ^ M , ^ MH]T 




D J 1 -
D ; 1 0 









2( l+v ) 0 0 
0 0 0 0 
v£/i 0 0 Eh 
1-v 2 1-v2 
J _ 0 0 
V 
Eh 
0 2(1 +v) 0 0 
0 0 0 0 




D « 1 = m 
Eh* 




12( l -v 2 ) 
12 
0 0 vEW 
EH 

























A.17 Composantes radiale et circonférentielle de l'énergie de déformation 







(¡5)5 = 2mHk(f)sin?m<p 
(?n)k2 = 2mHk{r)sin2m<p 
(y£>2 = 7mHk{r)sin7m<p 
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A.18 Critère de von Mises linéarisé. 
critère en variables locales N'a - h < 0, 
avec N = [ N + N_ ] ° = {°v °fcF 
N + = 
0 1 0 - 1 - 1 0 1 
2 1 1 1 1 1 1 
0 0 0 0 0 0 0 
0 - 1 - 1 0 1 1 0 
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Minos - le logiciel de programmation mathématique (bref 
aperçu). 
1. Introduction. 
Le logiciel de programmation mathématique utilisé dans les formulations présentés dans 
la thèse s'agit de celui développé par l'Université de Stanford (USA) et nommé Minos [] 
en sa version 5.1. Il a pour but de résoudre les problèmes d'optimisation général sous la 
forme; 
min F(x) + ex + dy (Cl) 
où c, d, bj t t>2,1 et u sont des vecteurs, A^ A 2 > A 3 des matrices de constantes, x les rt\ 
variables non linéaires, y les « 2 variables linéaires, F(\) une fonction scalaire continue et 
différentiable,/(x) un vecteur de fonctions aussi continues et différentiable. Idéalment, les 
premières dérivés des fonctions F(x) et/(x) doivent être définies par l'utilisateur. Dans le 
cas contraire elles sont calculées par différences finies. 
Le logiciel permet de vérifier les gradients fournis par comparaison à ceux calculés par 
différences finies. 
Les équations () sont appelées les égalités non linéaires tandis que les m 2 équations () 
sont les égalités linéaires. Le nombre de variables est égale à n = nx + n2 et le nombre de 
contraintes est m = rriy + m 2 . 
Il est aussi permit de définir des bornes supérieures et inférieures pour les contraintes sous 
la forme: 
avec les restrictions: /(x) + A y^ = (C.2) 
A 2 x+Ajy = b2 (C3) 
(C.4) 
(CS) 
l 2 < A 2x -î- A3y < u 2 (C.6) 
2. Programmation linéaire. 
Si dans les expressions ( C l ) et (C.2) les fonctions F(x) et/(x) sont absentes il s'agit d'un 
problème de programmation mathématique linéaire défini par la forme: 
Annexe C 
AnnexeC 
Minos - le logiciel de programmation mathématique (bref 
aperçu). 
1. Introduction. 
Le logiciel de programmation mathématique utilisé dans les formulations présentés dans 
la thèse s'agit de celui développé par l'Université de Stanford (USA) et nommé Minos [] 
en sa version 5.1. Il a pour but de résoudre les problèmes d'optimisation général sous la 
forme: 
min F(x) + e x + dy (Ci) 
avec les restrictions: /(x) + Ajy = bi (C.2) 
A 2 x + A3y=b2 (C3) 
où c, d, b}, b2,1 et u sont des vecteurs, A l t A 2 > A3 des matrices de constantes, x les «i 
variables non linéaires, y les n 2 variables linéaires, F(x) une fonction scalaire continue et 
différentiable,/(x) un vecteur de fonctions aussi continues et différentiable. Idéalment, les 
premières dérivés des fonctions F(x) et/(x) doivent être définies par l'utilisateur. Dans le 
cas contraire elles sont calculées par différences finies. 
Le logiciel permet de vérifier les gradients fournis par comparaison à ceux calculés par 
différences finies. 
Les m1 équations () sont appelées les égalités non linéaires tandis que les m 2 équations () 
sont les égalités linéaires. Le nombre de variables est égale à n = ni + n2 et le nombre de 
contraintes est m = m1 + m 2 . 
Il est aussi permit de définir des bornes supérieures et inférieures pour les contraintes sous 
la forme: 
h ^ A 2 x + < u 2 (C.6) 
2. Programmation linéaire. 
Si dans les expressions ( C l ) et (C.2) les fonctions F(x) et/(x) sont absentes il s'agit d'un 
problème de programmation mathématique linéaire défini par la forme: 
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min C.X (C7) 
x,s 
avec les restrictions: Ax + Is = 0 (C8) 
(C.9) 
où les inégalités ont été transformées en égalités par l'adjonction des variables d'écart s. 
Minos résoud le problème de programmation linéaire utilisant la méthode simplexe primai 
(Dantzig, 1963) et qui consiste à exprimer les restrictions (C.8) sous la forme: 
Bxj, + Nx„ = 0 (CIO) 
où B est une matrice carré et non singulière, x^ sont les variables basiques et x„ sont les 
variables non basic égale soit à la borne supérieure soit à la borne inférieure. L'obtention 
du minimum de la fonction objectif est basée dans une séquence de solutions de l'équation: 
Bxj, = -Nïfe (Cil) 
où les colonnes entre B et N sont interchangées jusqu'à ce que aucun autre chargement 
réduit la valeur de l'objectif e x Si les composantes de x*> ne satisfont pas les bornes supé-
rieures ou inférieures on dit que le point est infaisable. La méthode simplexe essaie pre-
mier de réduire le nombre de points infaisable à zéro. La factorisation de la matrice de 
base B est une factorisation LU sparse utilisant le schéma de Markowitz et une actuali-
sation de Bartels-Galub. 
3. Programmation non linéaire avec restriction linéaire. 
Si au problème d'optimisation général défini par les expressions (C l ) , (C.2), (C.3) et (C4) 
on annule la fonction/(x) de (C.2), alors le problème peut être mis sous la forme: 
minF(x)
 ( C 1 2 ) 
avec les restrictions: Ax + Is = 0 (C13) 
(CM) 
La solution adoptée par Minos consiste à utiliser l'algorithme du gradient réduit (Wolfe 
1962) avec l'algorithme de quasi-Newton (Davidon, 1959). Les détails des procédés sont 
décrits par Murtagh et Saunders [69]. 
4. Programmation non linéaire avec restrictions non linéaires. 
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Quand le problème d'optimisation général est défini par les expressions (C. 1), (C.2), (C.3) 
et (C.4) alors Minos utilise l'algorithme du Lagrangien projecté augmenté fondé dans la 
méthode proposé par Robinson (1972). Le procédé consiste à faire une sequence d'itéra-
tions majeures chacune calculant des sous problèmes avec restrictions linéaires. Ces sous 
problèmes contiennent les bornes et les restrictions non linéaires aussi bien que les 
restrictions non linéaires du problème linéarisé. 
La fonction/(x) est remplacé par L sa version linéaire des restriction non linéaires au point 
courant: 
Kuù = f(*k) + (C.15) 
où x^ est une estimative de la variable non linéaire au départ de l'itération majeure. On 
peut dans ces conditions résoudre le problème de programmation mathématique non li-
néaires avec restrictions linéaires: 
min F(x) + ex + d.y - X[(f-f) + \ pÇ-ffÇ-ti < C I 6 > 
avec les restrictions: / + Ajy = (C.17) 
A 2x + A3y = 1>2 (C.18) 
(C.19) 
La fonction objectif est appelée Lagragien augmenté. Le vecteur Xk est une estimation 
de A , le multiplicateur de Lagrange des restrictions non linéaires. Le dernier terme de la 
fonction objectif est une fonction de pénalisation quadratique modifié où est le paramè-
tre de pénalisation. 
Les restrictions peuvent se mettre encore sous la forme: 
4 A l 




où 4 - J(x*) 
Minos utilise l'algorithme du gradient réduit pour minimiser (C. 16) soumis aux restrictions 
(C.20) avec les bornes définis par (C.19) et des bornes convenables pour les variables 
d'écart s ^ . Pour plus de détails on peut consulter les articles de Murtagh et Saunders 
[70.]. 
5. Applications dans le cas des systèmes de tuyauteries. 
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Dans le cadre des états limites des tuyauteries et utilisant la formulation cinématique avec 
un critère de von Mises, le problème d'analyse limite et d'adaptation plastique (approche 
de Morelle) peuvent se mettre sous la forme du problème d'optimisation suivant: 
minF(x) 
X 
avec les restrictions linéaires: a2.x = b2 
où F(x) représente la fonction de dissipation plastique de la structure, x les vitesses de cette 
structure et a2-x la puissance des efforts extérieurs appliqués sur la structure et b2 une 
constante en général égale à 1. 
Pour le problème d'adaptation plastique en utilisant l'approche de König le problème 
d'optimisation prend la forme: 
mia.F(x) 
X 
avec les restrictions non linéaires: /(x) = 
où F(x) représente encore la fonction de dissipation plastique de la structure, xîes vitesses 
de cette structure et/(x) la puissance des efforts extérieurs appliqués sur la structure et 
bi une constante en général égale à 1. 
6. Conclusions. 
Dans le cadre de cette thèse nous nous sommes fixé par objectif uniquement d'analyser 
l'efficacité de ce logiciel de programmation mathématique commercial nommé Minos dans 
la solution des problèmes d'optimisation des états limites des structures. D'après les 
résultats numériques, on peut affirmer que ce logiciel est très performants quand il s'agit 
du problème non linéaire avec restrictions linéaire (formulation régularisée de Morelle). 
Quelques reserves doivent être faites en revanche dans la résolution du problème d'opti-
misation à objectif non linéaire avec des restrictions non linéaires (formulation régularisée 
de König) où nous avons fait face à certains problèmes de convergence. Malheureusement 
dans ce cas nous n'avons pas pu faire une étude plus approfondi de la sensibilité des 
paramètres de pénalisation p on du paramètre d'amortissement quand le problème est 
fortement linéaire, comme le recommande le mode d'emploi. 
On doit encore remarquer qu'une mauvaise normalisation des variables d'optimisation 




Tuyau - le logiciel d'analyse limite et d'adaptation plastique. 
1. Introduction. 
Le programme Tuyau a pour objectif le calcul d'un système de tuyauteries par l'analyse 
statique, dynamique et la nonlinéarité matérielle. 
Dans le cadre de la nonlinéarité matérielle il utilise un matériau rigide plastique et un 
critère d'écoulement de von Mises. La solution du problème variationnel de Markov, dans 
le cas de l'analyse limite, et de Koiter, dans le cas de l'adaptation plastique, permet 
d'obtenir par une méthode directe un multiplicateur des charges qui évite la ruine 
plastique de la structure. Celle-ci peut avoir lieu par la création d'un mécanisme, par l'effet 
rochet (ratchetting) ou encore par la fatigue plastique. La méthode directe fait usage d'un 
logiciel de programmation mathématique nommé Minos (version 5.1). 
L'élément fini intégré dans le programme est un élément cinématique de coque assimila-
ble à une poutre à 2,3 ou 4 noeuds grâce à l'hypothèse de conservation de la section plane. 
L'ovalisation et le gauchissement de la section droite sont pris en compte par la présence 
d'un champ de déplacement défini sur la surface moyenne de la coque qui dans le plan de 
la section droite est développé par une série de Fourier. 
L'utilisation d'un élément cinématique indique que les bornes du multiplicateur des 
charges sont des bornes supérieures de la vraie borne. Un élément métis de déplacement 
fait le but de nouvelles recherches pour l'obtention d'une borne inférieure du vrai 
multiplicateur des charges. 
Le programme mentionné ne prescrit que des appuis rigides. Les appuis élastiques peuvent 
être insérés sans difficulté. Sur les bords, la présence des collets rigides ou des prolonge-
ments droits sont possibles. 
charge de pression 
variation de température 
En ce qui concerne les chargements, le programme admet des charges concentrées 
appliquées sur l'axe du tuyau, des charges de pression, des charges circulaires et des 
variations de température soit au long du tuyau soit dans l'épaisseur. Ces charges peuvent 
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être constantes ou variables. Dans le cas des charges constantes, le multiplicateur de charge 
et les mécanismes de ruine sont obtenus par l'analyse limite. Le multiplicateur charge et 
les mécanismes de ruine (s'il en existe) dans les cas des charges variables sont obtenus par 
l'approche de l'adaptation (shakedown) définie par König et Morelle. 
L'utilisation d'un nombre variable de degrés de liberté (d.d.l.) permet d'activer seulement 
les d.d.l. nécessaires pour bien représenter le type de chargement appliqué dans la 
structure. A cette fin, le programme a prévu l'utilisation au minimum de 6 d.d.l. par noeud 
(cas de la poutre avec conservation de la section plane) et au maximum de 26 d.d.l (cas des 
tuyaux avec ovalisation, gauchissement et gonflement de la section). Ceci est nécessaire 
car le temps de calcul augmente évidement en fonction de leur nombre. 
Il faut toujours avoir dans l'esprit que l'augmentation des degrés de liberté rendent le calcul 
onéreux et ceci est d'autant plus sensible dans le cadre de la programmation mathématique 
nonlinéaire. 
Pour ce qui concerne l'analyse nonlinéaire rigide-plastique les résultats ont montré que 
cet élément est très performant et peut être considéré comme un bon outil pour le calcul 
des systèmes de tuyauteries surtout quand les effets d'ovalisation et de gauchissement ne 
sont pas négligeables. 
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2. Organigramme du programme Tuyau. 
Programme d'analyse linéaire élastique (KLIN = 0), d'analyse non linéaire géométrique 
pas-à-pas (KLIN = 1), d'analyse non linéaire matérielle directe (KLIN = 3) des structures 
composées de tuyaux droits ou de coudes. L'option K L I N = 2 reprend les analyses 
K L I N = 0 et KLIN = 3. 
TUYAU 













ISTAT = 1 
ASSEM 
IE IG = 1 
IND = 3 ASSEM 
Donnés générales du problème. 
Calcul des coefficients des opérateurs d'inté-
gration dans le temps. 
Lecture et génération des points nodales et 
des numéros des équations. 
Lecture des charges 
Lecture des masses concentrées 
Lecture des déplacements, des vitesses et des 
accélérations initiaux 
Information sur les éléments 
Sélection du type d'élément fini. 
Calcul des adresses des éléments de la diago-
naJe de la malrice globale. 
Construction et assemblage de la matrice de 
rigidité. 
Triangularisation de la matrice de rigidité . 
Construction et assemblage de la matrice de 
masse. 





















 L I M I T E M 
Calcul des charges linéaires dans la configu-
ration actuel. 
Construction et assemblage de la matrice de 
rigidité non linéaire et des forces actuali-
Triangularisation et résolution du système 
d'équations. 
Résolution du système d'équations. 
Itération pour l'équilibre en dynamique . 
Calcul des nouveaux déplacements, vitesses 
et accélérations. 
Impression des déplacements. 
Calcul et impression des contraintes-
Enregistrement des donnés du problème li-
néaire pour son utilisation dans l'analyse li-




3. Organigramme du module Assem. 
Module d'assemblage et de sélection des modules de construction des matrices caracté-
ristiques et des forces généralisées pour le type d'élément choisi. 
ASSEM 
ELEMNT 
NPAR(1) = 1.?„3A Stop 
NPAR(1) = S 
NfPAR(l) = fi 







Eléments Finis non définis 
Appel à l'élément de coude modèle dé-
placement. 
Elément finis de coude modèle déplace-
ment. 
Appel à l'élément de connexion. 
Elément de connexion pour imposer la 
continuité des dérivés des déplacements. 
Appel à l'élément de coude modèle métis 
de déplacement. 





4. Organigramme du module Beame. 
Module de construction des matrices caractéristiques et des forces généralisées pour 




















Points et poids d'intégration dans la 
direction axiale. 
Points et poids d'intégration dans la 
direction circonfercntielle. 
Points et poids d'intégration dans !a : i  d'intégra 
direction radiale. 
Lecture, génération et sauvetage des 
Informations de l'élément n.5 
Impression des propriétés du modèle du 
matériau. 
Actualisation de la hauter de colonne et 
de la largeur de la bande . 
Initialisation du vecteur de stockage de la 
loi du matériau. 
Assemblage de la matrice de rigidité 
linéaire 
Calcul des composantes des vecteurs Vr, 
Vs, Vt 
Calcul de la matrice de rigidité 
Calcul de la matrice de rigidité 
additionnel due à la pression. 
Assemblage de la matrice de rigidité 
Construction du vecteur des charges 
généralisées dues aux charges circulaires. 
Construction du vecteur des charges 
généralisées dues aux charges de pression. 
Calcul du facteur de pénalisation pour 
imposer (a continuité de la dérive des 
déplacements. 
Construction du vecteur des charges 




Suite du module BEAME: 
NUME 
Return 









Calcul de la matrice de rigidité additionnel 
due aux fixations des dérivées des déplace­
ments. 
Assemblage de la matrice de rigidité. 





Calcul des composantes des vecteurs Vr, 
Vs, Vt. 
Calcul de la matrice d'amortissement. 
Assemblage de la matrice d'amortissement. 




Calcul des composantes des vecteurs Vr, 
Vs, Vt 
Calcul de la matrice de masse. 




Suite du module BEAME: 
1 NUME 
Return 
KPRI = 0 
1 NUME 
Return 
Assemblage de la matrice de rigidité 





Calcul des composantes des vecteurs Vr, 
Vs, Vt (configuration non déformée) 
Calcul des composantes des vecteurs Vr, 
Vs, Vt (configuration déformée) 
Calcul de la matrice de rigidité non linéaire. 
Assemblage de la matrice de rigidité non 
linéaire. 
Calcul,et impressions des contraintes 










Dérivés des déplacements pour la formula­
tion Lagrangienne totale et actualisée. 
Transformation des contraintes de Piola-
Kirchhoff en contraintes de Cauchy. 





5. Organigramme du module Beamem. 
Module de construction des matrices caractéristiques et des forces généralisées pour 




















Points et poids d'intégration dans la direc-
tion axiale. 
Points et poids d'intégration dans la direc-
tion circonférentielle. 
Points et poids d'intégration dans la direc-
tion radiale. 
lecture, génération et sauvetage des 
informations de l'élément n.5 
Impression des propriétés du modèle du 
matériau. 
Actualisation de la hauter de colonne et de 
la largeur de la bande. 
Initialisation du vecteur de stockage de la 
loi du matériau. 
Assemblage de la matrice de rigidité 
linéaire 
Calcul des composantes des vecteurs Vr. 
Vs, Vt. 
Calcul de la matrice de rigidité. 
Calcul de la matrice de rigidité additionnel 
due à la pression. 
Assemblage de la matrice de rigidité 
Construction du vecteur des charges géné-
ralisées dues aux charges circulaires. 
Construction du vecteur des charges géné-
ralisées dues aux charges de pression. 
Construction du vecteur des charges géné-
raliséesdues aux variations de température. 
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Suite du module BEAMEM: 
T 
KPRI = 0 
1 
NUME 
Calcul et impression des contraintes 
aux points d intégration. 
Return 





Dérivés des déplacements pour la formula­
tion Lagrangienne totale et actualisée. 
CAUCHYB Transformation des contraintes de Piola-Kirchhoff en contraintes de Cauchy . 




6. Organigramme du programme Limite. 
Résolution d'un système d'inéquation par la méthode de la programmation mathématique 
LIMITE Lecture des donnes enregistrées par la sub-routine L I M ITEM 
rrvpp=Q 
Résolution du système d'inéquation 






IBASI = l INITNL 
Préparation des donnés pour la résolution 
du problème par la programmation mathé-
matique (MINOS1J 
Construction des vecteur de forces élasti-
ques 
Construction du domaine des charges. 
Imposition d'une déformation compatible 
sur le cycle de Koiter. 
Imposition d'un déplacement compatible 
sur le cycle de Koiter. 
Définition d'une base initial de départ pour 
la programmation mathématique. 
Return 
Résolution du système d'inéquation 
par la formulation statique. 








7. Organigramme du module Minosl. 




IOBJ = 3 
IOBJ = 5 
IOBJ = 7, 
IOBJ = 7 
IOBJ = 8, 
Return 












Analyse Umjte - calcul de la dissipation plas-
tique et de son gradient (formulation ciné-
matique). 
n'est pas utilisé. 
Analyse limite - formulation régularisée -
calcul de l'énergie vjscoélastique linéaire 
parfaitement plastique et de son gradient 
(méthode cinématique). 
n'est pas utilisé. 
Analyse limite - formulation régularisée en 
variables généralisées. 
Adaptation plastique - formulation régula-
risée de Morelle - (formulation cinémati-
que - critère de von Mises). 
Adaptation plastique - formulation régula-
risée de Konig - critère incrémentale (for-
mulation cinématique et critère de von 
Mises). 
Adaptation plastique - formulation régula-
risée de Konig - critère alterné (formulation 
cinématique). 
Adaptation plastique - formulation de Zar-
ka (en développement) 
Impression des mécanismes 




Suite du module MINOS1: 
Restrictions non linéaires. 
FUNCON 
rrYPF=i QTPF = 0 






IQRT = 1 CONSTNL1 
IORT = 2, NLCHVM 




Définition d'une contrainte non linéaire par 
imposition d'une dissipation positif en cha-
que élément. 
Définition d'une contrainte non linéaire 
due aux effets non linéaires de la pression. 
Calcul de la puissance des efforts extérieurs 
dans te cas du critère increméntate de Kö-
nig. 
Critère de von Mises. 
Critère de von Mises modifié. 
Critère de von Mises pour l'élément hy-
bride. 
Calcul et impression des contraintes. 
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Arrivant au terme de ce travail qui m'est personnellement très enrichissant, il est temps 
d'établir le bilan théorique et numérique de la voie choisie. La motivation principale de ce 
travail a été de proposer et de développer certaines techniques par voie directe permettant 
d'alléger la tâche du concepteur. Ce type de calcul relativement peu populaire parmi les 
scientifiques est très peu utilisé dans la pratique. Pourtant, il mériterait une attention plus 
soutenue à cause de ses résultats très convaincants. 
L'utilisation de la programmation mathématique dans la détermination directe des états 
Umites des structures soumises à des charges constantes ou variables a montré tout au long 
de ce travail son efficacité. Bien que nous nous soyons limités au cas de la formulation 
cinématique et hybride, ceci ne nous empêche pas d'étendre cette performance au cas de 
la formulation statique comme le démontre certaines publications précédentes [68., 76.]. 
Dans le cadre de la formulation cinématique et en utilisant le critère de von Mises, la 
régularisation de la fonction de dissipation plastique nous a permit de résoudre le problème 
de l'analyse limite et de l'adaptation plastique par la programmation mathématique non 
linéaire. Plusieurs formulations cinématiques qui n'avait qu'un aspect formel, ont trouvé 
l'occasion de faire ses preuves numérique dans cette thèse. Après avoir aussi longuement 
traité dans la thèse ces deux formulations, il semble nécessaire de dresser ici un bilan 
provisoire. La formulation de König dans le cas de ruine incrémentielle n'est pas applicable 
sur le plan numérique car la convergence laisse à désirer du moins avec les algorithmes de 
programmation mathématique actuels. Dans ces conditions il faudra adopter la formula-
tion régularisée de Morelle qui offre une convergence à coup sûr. 
Malheureusement elle exige un nombre trop important de variables pour décrire rentierte 
des mécanismes possibles et on risque de laisser passer les mécanismes alternés si on 
cherche à restreindre les variables. Il vaut mieux alors de faire appel à la formulation de 
König ou la plasticité alternée est plus clairement discernée. 
Pour ce qui concerne les résultats numériques, les valeurs obtenues pour la charge limite 
et ses mécanismes associés sont en assez bonne concordance avec les résultats obtenus par 
les calculs analytiques ainsi que par la méthode pas-à-pas. Les écarts occasionnels peuvent 
être dus soit à la nature des bornes supérieures (formulation cinématique) soit à des 
insuffisance du modèle d'élément fini umdimensïonnel qui devrait représenter la vraie 
coque tridimensionnelle. La bonne précision obtenue pour les multiplicateurs de charge 
dans le cas des simples coques cylindriques viennent accréditer cette dernière affirmation. 
On peut reprocher à la formulation des états limites de ne fournir aucune estimation des 
variables de conception telles que les déplacements, les déformations et les contraintes 
associés au multiplicateur de charge. Il est nécessaire de connaître ces déformations dans 
la mesure où leurs valeurs excessives rendent inutile le calcul de la charge de ruine. En 
effet, dans ce cas la ruine par l'instabilité géométrique peut avoir heu avant même la 
formation d'un mécanisme de ruine. L'utilisation de la formulation simplifiée de Zarka et 
Casier [121.] permet désormais d'obtenir ces informations comme les travaux de Buff [12.] 
le démontre. L'utilisation d'un module d'écrouissage très faible par Borhani [8.] pour 
représenter la plasticité parfaite permet encore d'étendre cette formulation au calcul de la 
charge de ruine. Des bornes pour les variables de conception peuvent être obtenues encore 
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par les formulations développées par Leckie et Martin [55.], Leckie et Ponter [56.], Ponter 
[86., 89.], Codes et Leckie [22.], etc.... Malheureusement ces dernières techniques de calcul 
sont encore restreintes à des applications académiques. 
L'utilisation d'un critère en variables généralisées qui, à première vue nous paraissait 
intéressante du point de vue numérique, grâce à la réduction des points d'intégration, s'est 
montrée décevante. Elle ne permet pas, au moins dans les conditions présentes, d'écono-
miser les temps de calcul. En effet dans le cas du coude il s'est révélé difficile d'obtenir 
explicitement le taux de dissipation plastique en fonction des variables courantes. H a fallu 
passer incessamment par la résolution d'une équation du quatrième ordre à chaque 
plastification du point. 
On peut objecter à la formulation cinématique de présenter des bornes supérieures non 
conservatrices du point de vue du calcul des structures. Avec l'espoir de pouvoir encadrer 
le multiplicateur de charge, on a développé un élément hybride de coude. L'expérience 
numérique avec cet élément s'est malheureusement montrée assez coûteuse. Le fait d'avoir 
utilisé un nombre assez grand de paramètres de contrainte, nécessaires pour bien repré-
senter le champ de contrainte à l'intérieur du domaine, alourdit la solution numérique par 
la voie de la programmation mathématique. 
En vue des futurs développements on peut envisager plusieurs possibilités: 
i. Etendre les méthodes présentées au cas des structures soumises à des températures 
intermédiaires définies dans une plage qui varie entre 350° C à 450° C pour les aciers 
ordinaires. La prise en compte de la variation de la contrainte d'écoulement plastique 
ne pose aucun problème. Les théorèmes d'analyse limite et d'adaptation plastique 
continuent à être valables. Ce n'est pas le cas quand les propriétés élastiques du 
matériau sont dépendantes de la température. Dans ce cas, les contraintes résiduelles 
pendant l'adaptation du solide ne sont plus indépendantes du temps [52.]. 
ii. Appliquer les méthodes dites de borne telles que celles développées par Leckie, Martin, 
Ponter, Cocks ...etc. dans le domaine des hautes températures (au-delà de 650° C pour 
les aciers ordinaires). Ces méthodes permettraient d'obtenir des bornes supérieures et 
inférieures des déplacements, des déformations et des contraintes de la structure. 
iii. Appliquer la méthode simplifiée de Zarka et Casier au cas des tuyaux droits et courbes 
pour obtenir des estimations des déplacement et des contraintes de la structure. La 
méthode de Borhani peut aussi être employée pour le calcul de la charge limite et des 
déplacements juste avant la ruine. L'efficacité de cette dernière méthode doit encore 
être prouvée numériquement dans le cas des milieux continus. 
iv. Employer la formulation cinématique pseudo-résiduelle développée par Morelle dans 
le cas des variables généralisées. L'objectif est d'obtenir des multiplicateurs de charge 
plus fiables dans le cas de l'adaptation plastique [97.]. 
v. Appliquer la méthode cinématique régularisée proposée dans ce travail à d'autres types 
d'éléments finis, par exemple les éléments de coques axisymétriques et les éléments 
tridimensionnels. L'utilisation de la fonction d'écoulement nonlinéaire permet de 
conserver comme variable uniquement le champ de vitesse. Ceci a l'avantage de réduire 
la taille des problèmes et d'envisager l'utilisation des algorithmes de programmation 
mathématique même pour le cas tridimensionnel. 
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vi. Améliorer l'élément hybride par l'utilisation des fonctions de contrainte plus efficaces 
afin de rendre le calcul des états limites par cette voie plus attrayant. 
Loin de résoudre tous les problèmes, la méthode de calcul direct des états limites permet 
des solutions de compromis qui servent à alléger la tâche du concepteur. Nous pouvons 
citer quelques points positifs: 
i. coût modéré des analyses par comparaison avec les analyses pas-à-pas. 
ii. facilité d'analyser des résultats puisqu'il présente un paramètre de sécurité unique: le 
multiplicateur des charges appliquées. 
iii. indépendance par rapport au chemin de charge qui n'est pas souvent connu dans les 
projets de construction. 
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